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COURS COMPLET 



MATHEMATIQUES. 



PREMIERE PARTIE. 



■L'A Géométrie Sublime forme une fcience aufU 
vafte qu intérelfante. Les Courbes les plus célèbres ; 
Sc les plus utiles dans les fciences Phylico-Mathé- 
manques , font celles qu’on appelle Sections Co- 
niques , &c fur lefquelles les anciens Géomètres ont 
beaucoup travaillé. Nous commencerons par déve-* 
lopper leurs propriétés les plus ellènrielles , nous 
refervant de parler dans la fuite des Courbes géo- 
métriques d’un ordre plus élevé ; de celles qu’on 
nomme tranfcendantcs j & des Courbes à double 
courbure. 
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DES SECTIONS CONIQUES. 

Définitions. 

,.No»s appellerons Scellons Coniques les 
Courbes quon peut former fur la furface d’un cône , 
en coupant ce cône par des plans. Nous allons confi- 
dérer ces lignes fur un plan \ nous ferons voir 
enfuite qu’elles font les mêmes qu’on trouve dans 
le cône. 

La Parabole ( figure i. ) ejl une Courbe , dont 
chaque point m eft également éloigné d’un point 
fixe F qu’on appelle Foyer, & d’une ligne J d aujji 
fixe quon appelle la Diredtrice. La ligne J F per- 
pendiculaire à la Diredtrice &c qui palfc par le 
Foyer F , s’appelle l’Axe de la Parabole. Une ligne 
dm parallèle à l’Axe s’appelle un Diamètre. On 
nomme Tangente une ligne tm qui touche la pa- 
rabole fans la couper. Une ligne P m perpendicu- 
laire à l’axe & terminée à la parabole fe nomme 
Ordonnée. La partie AP de l’axe, comprife entre 
l’ordonnée 8c le point A où l’axe rencontre la pa- 
rabole , s’appelle AbfciJJ'e ou Coupée. La ligne m G 
perpendiculaire à la tangente au point m 8c termi- 
née à l’axe , s’appelle la Normale ou la Perpendi- 
culaire. La partie P C de l’axe , comprife entre l’or- 
donnée & la normale , s’appelle la Sous-Normale. 
La Sous-Tangente eft la partie Pr de l’axe, com- 
prife enrre l’ordonnée 8c la rencontre de la tan- 
gente. La ligne no parallèle à la tangente mt , 8c 
terminée -en o par le diamètre md , eft dite Or- 
donnée ou Appliquée à ce diamètre. Une ligue qua- 
druple de la diftance du point A ou m (origine 
t h . — -» u ’ \ - i a diiedtrice fd. su j- 
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pelle le Paramétré de l’axe ôu du diamerre. Enfin 
on nomme Rayon Vecteur une ligne F m tirée du 
foyer a la courbe. 

x. Corollaire. Puïfque chaque point de la 
parabole ejt egalement éloigné du point F & de la 

u 1 c i ricc * Von a AF = A/. Le point A eft ap- 
pelle le Sommet de la parabole. f 

}. Théorème. Le quarré d'une ordonnée quel* 
conque P m ejl égal au produit de fon abfcifje AP 
par le paramétré. Soit P to = y , A P = * A r— 
A F = J le paramétré f i.) fera = 4* , ou , pour 
abréger, = p La ligne FP = A P — -FA fera = 
’ I e tnan 8 Ie reûangle F/tiP donne 

f ~ Vm . Fp2 > 011 algébriquement (en fai^ 
lant attention que F/» — m d — AP 1 a r Y 

ml — /» 1 Z T 1 1 J 



‘ ) 
2 



x-i -a 



= y 

O a ) 2 = AT 



•2 

a , 



ou y 2 - zx 



- -i - iax -i-a* ~ x- 

^ . ,^7T. * = 4** = />*; donc y 2 = or 

' L^mbofe *“ m0ntrer ‘ TeHe eft * 4 ™™ ^ 

, 4 ' Coroî - i -aire r. Z>0/7C /« deux 

■m ées y , *y f ont entr ' eux comme leurs aifi 
ijjes x , x . Car par le théorème y 1 = p x 8c 
par la meme raifon / 2 = px' ; donc v 2 • y 2 • ; 
px:px' 11 x : x'. J . / * ‘ 

5- Corollaire II. P«//ÿ a <r y* = p x ; Jonc 
p ’ y y ■ x , c ejl-à-dire que l’ordonnée etl 
l’abfcijfe ^ r0 ^ ortlünne ^ e entre k paramétré & 

6. CpROtLAIRE III. Puif que y r = p x , on st 

* ^i e , poiot p Aoit fitué aa-de/Tus du point F / la 
ligne F P fetoK = a * » - r - » - 

liquation feroi: 1* niéaic. 



— x ; or x - 



doue 
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y =z 3+- \/ p x ; donc à chaque abfcifle répondent 
deux ordonnées égales , l’une pofitive P/n , l’autre 
négative P M. 

7. Corollaire IV. Il fuit du dernier Corollaire 

que x augmentant > y augmente ; donc les branches 
de la parabole s’étendent à l’infini , en s’écartant 
toujours de l’axe. Si l’on fuppofe x négative , c’eft- 
à-dire , fi l’on prend des abfciflès au-defliis de a fut 
le prolongement de l’axe , elles auront le ligne—- ; 
(étant prifes dans un fens oppofé aux pofitives), 
8c l’on aura y 1 =z ~~~ x X p p x ; donc 

y = 3+^ y/ — px , quantité imaginaire qui fait 
voir que la parabole n’a point de branches du tôté 
des abfcillès négatives. 

8 . Corollaire V. Si l’on fait x = a , on aura 
y* = p a — + aX a = 4 a 2 , 8c y = y /fa' = ta 

— -£ j donc l’ordonnée qui pajferoh par le foyer de 

la parabole feroit la moitié du paramétré , & la 
double ordonnée feroit égale au paramétré entier. 

9 . Problème. Par un point donné m fur la pa- 
rabole mener une tangente à cette courbe. Du point 
donné ayant tiré le rayon veéteur m F , & la per- 
pendiculaire m d à la directrice , joignez les deux 
points d 8c F par la ligne F d. Menant m t par le 
point m 8c le point i milieu de F d , le problème 
fera réfolu. En effet m t coupant en deux parties 
égales la bafe d F du triangle ifocelle d m F , 8c 
paffant par le fommet de l’angle m , eft néceffaire-* 
ment perpendiculaire idï mais de plus elle a un 



* Car cette ligne a deux points également éloignés de d 
& de F j donc félon ce que nous avons dit dans la Géo- 
métrie , elle cû perpendiculaire fur d F. 
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point m également éloigné de F & de d. Donc 
tous fes autres points q font également éloignés 
de F & de d ; mais fi Fon tire les lignes q, 
perpendiculairement fur la dire&rice , on aura la 
perpendiculaire q q' plus petite que l’oblique q d ; 
donc les points q font plus près de la directrice 
que du foyer ; donc ils n’appartiennent pas à la 
parabole , qui n’a d’autre point commun avec t m 
que le feul point m ; donc cette ligne eft tangente. 

10. Corollaire I. Puifque mt divife en deux 

également la bafe dï du triangle if ocelle dm F, 
cette ligne d'wifera aujfi en deux parties égales 
l’angle dm F , de maniéré que l’on aura F m t zz 
dmt — mt¥ ( parce que ces deux derniers angles 
font alternes internes entre les parallèles dntj t F); 
donc i°. le triangle t¥m eft ifocelle , & F t = 
F m ; donc a°. l’angle om T = dm t ( fon oppofé 
au fommet ) = F m t ; donc fi dans la concavité 
d’un corps formé par la révolution d’une para- 
bole autour de fon axe , on reçoit des rayons de 
lumière parallèles à l’axe , ces rayons fe réfléchi- 
ront tous au foyer , & réciproquement s’ils partent 
du foyer ils fe réfléchiront parallèlement à l’axe, 
en faifant l’angle de réflexion égal à celui d’inci- 
dence *, - ' . 

11. Corollaire i. Puifque nous venons de 
voir que le triangle t F m eft ifocelle , la perpen- 
diculaire F i divife en deux également la bafe t m 



* L’angle que le rayon F m fait avec la tangente eft com- 
plément de l’angle C/sF," or l’angle que la tangente mt 
tait avec la courbe , eft évidemment infiniment petit; donc 
l’angle que fait F m avec la courbe eft le même que celui 
qu’il fait avec la tangente m t. 

A i 
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de ce triangle \ donc une perpendiculaire abaiffée 
du foyer fur la tangente de la parabole , la divife 
en parties égales. * 

u. Theorême. La fous-normale PC efi égale 
à la moitié du paramétré. Les triangles d s F , 
tn P C ont les angles en F & C égaux : car les 
lignes m C y F d perpendiculaires fur t m fonené- 
cplfairement parallèles \ ainfi les angles correfpon- 
dants C & F font égaux 5 d’ailleurs les angles P 
& f f° n c droits , & les côtés P m , J d égaux à 
caufe du reétangle d f P m ; donc ces triangles 
ont un côté égal de part & d’autre , & deux angles 
fur ce côté égaux ; ainfi ils font égaux en tout, 
comme on l’a dit dans la Géométrie } donc f F es 

PC ; or f¥ = 1 a = donc , &c. 

Corollaire. Donc mC 2 = Vm 1 -f- pc x 
(propriété du triangle reétangle ) , ou Wc 1 = y * 
•+* ~ = p x -+■ ~ » à caufe de p x =5 y 1 ( 3 ) j 

donc la normale m C = \ /(p x 

4 

Corollaire II. Donc AC=AP-+-PC = 
P- . 



, . - ‘ - *. » * ' • * 

. . 13. Théorème. La fous-tangente P / efi double de 
1 ‘ abfcijfe AP , cefi-à-dire la fous-tangente Pr = aie. 
Car par la propriété du triangle reéhngle Cmt on 

a ( Géom. J3 ) PC : P/n ; ; P m : Pr , ou = 

1 

X a !■ y : ; y ,* Pf : donc P t — 2 - = EU — 

9 ta 1 a %a 

5= IX. 

Corollaire I, Donc le triangle m P t eft égal 
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au parallélogramme mP AN ; Car le triangle -& 
le parallélogramme ont même bafe m P t mais de 
plus la hauteur du triangle eft double de celle 
du parallélogramme. Ces deux figures font donc 
égales. •. . . .. . ' 

Corollaire II. Pour mener une tangente 
par un point m de la parabole , ayant aaailfé 
l’ordonnée m P , on fera A r = AP , êc par le 
point t &c le point m menant tm , on aura la 
tangente demandée , puifque la fous-tangente fera 
= 2 A P = IX. 

Corollaire III. Donc t m x = mP l -H f P* 
~ y x -H 4** = p x. 4 r 4a 1 j donc Ip tangente 

' T = V p * H- 4 - ■ 

14. Théorème. Le quatre' de la perpendiculaire 
Fi menée du foyer fur la tangente tnt \.,ejl égale 
au produit du rayon vecteur F pi par le quart du 
paramétré. Car par le fommet A menant la per- 
pendiculaire A i fur l’axe , les triangles femblables 
tAi j tm P , donnent./ A / P il fi ; tm ; or 
rA eft la moitié de P t C * 5 ) > donc ri eft la 
moitié de t m ; mais la perpendiculaire F d ren- 
contre aulli tm en i , puifque, àcaufe de l’angle r = 
d m t ( fon alterne internet = t m F ( 1 o.) , F d divife 
en parties égales la bafe du triangle ifocelle rE/n. 
Donc i A eft une perpendiculaire abailfée du Tom- 
met i de l’angle droit du triangle reékangle F i t fur 
l’hypothénufe F r ; donc (Géom. j 5 ) F t : F i : : F i .* 
F A ; donc Fr x F A = F Pj or F t — F m (1 o ) j 
donc F/n x F A = Fl 1 ; donc, &c. 

Corollaire. Donc appellant r le rayon vec- 
teur , r la perpendiculaire à la tangente , on aura 
ra = r* ; donc pour un autre point différent 
de m, on aura r 1 a = T 2 } donc ra : t’a :: t*: 

A 4 
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T 1 , ou t 1 : T 1 : r : i 7 ; ddnc t : T : : y/f : 
l/y. C’cft-à-dirc que les perpendiculaires menées 
du foyer Jur les tangentes de la parabole font 
proportionnelles aux racines des rayons vecteurs 
correfpondants. Cette proportion eft utile dans 
l’Aftronomie. 

i 5. Théorème. Le rayon veclcpr r x : 

car nous avons démontré (10) que F m = Fr; 
mais F t = A r AF = x -t- a ( puifque rP = 
jAP) i donc &c, 

16. Theorême. Le paramétré P d’un diamètre 
quelconque md eft plus grand que le paramétré p 
de l’axe du quadruple de l'abfcijfe. Car P = 4 m d 
= 4 P j ; or Pj = AP A f — x a ; donc 

P = 4 —J— s, a zx. \x •+* p. 

Corollaire I, Donc le paramétré de taxe eft 
Je plus petit de tous les paramétrés. 

Corollaire 1 1 . Donc le paramétré P d’un dia- 
mètre eft une ligne troifieme proportionnelle à l'abf- 
cijfe & à la tangente qui répondent à l’origine m 

du diamètre : car cette tangente eft = \/p x -t-~4 ï* 
( ij.) i or x ; y/~ IT+Tfy • 

r..*.±- tC = P -t- 4 * = p. 

L e m m. h. Le triangle lob ( fig. 1. ) fait par 
tme ordonnée au diamètre mo , la partie Ib de 
l'ordonnée à l’axe 3 comprife entre la parabole & 
le diamètre 3 & la partie b o du diamètre 3 com- 
prife entre la rencontre de fon ordonnée & de l’ or- 
donnée à l'axe j eft égal au parallélogramme motu 
formé par l’axe , le diamètre t la tangente & l’or- 
donnée au diamètre (fig. 1 ). Car nTp 1 AP: 
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A q :: AP X P ra •• A q X P m :: PmnA : 
qbnA\ mais les triangles mPr j luq fembla- 
bles , parce qu’ils ont leurs côtés parallèles , font 
entre eux comme les quartés de leurs côtés ho- 
mologues, ou comme mp l : Tq' ; donc mP t : 
Iqu :: PmnA : qbn A, ou ( alternando ) mP t ! : 
mPnA :: luq : bqnk ; or m P t sz PmnA. 
( 13 ); donc Iqu—qbnA. Si de ces deux 
dernieres figures on retranche le Trapeze com- 
mun bouq, il reliera lob = uo «A = uom t t 
en ajoutant le triangle Ait 8c retranchant min 
z= Aie ( puifque At — AP — mn j que les 
-angles en « & A font droits , 8c les angles en i 
égaux, étant oppofés au fommet j de maniéré que ces 
triangles ont un côté égal , & les angles fur ce 
côté égaux de part 8c d’autre , ce qui les rend 
égaux en tout ) ; donc , &c. 

17. Théorème. Le quarré d'une ordonnée lo 
~ y j à un diamètre mb 3 eji égal au produit de 
l’abfcijfe m 0 ( x' ) par le paramétré P de ce dia- 
mètre. Les triangles Ibo 3 mP t femblables ( à 
caufe qu’ils ont leurs côtés parallèles ) , donnent 
«Ttf* : Tm 1 :: lob ; mP t II omt u : m n AP 
( Lemme précédent. ) ; or les parallélogrammes 
omt u j mn AP étant compris entre mêmes pa- 
rallèles no , t u , ont même hauteur 8c font entre 
eux comme leurs bafes , ta = omîi: AP ; donc 
To : Tïn lima : AP, ou y* : x' il px 
4 ** : x (en alternant & fubftituant les valeurs 

algébriques ) j donc y % sc x! x — x'x 

f~- f- 4 jc = P*'j à Caufe de p -t- 4* = P (16.). 

Corollaire I. Donc. pour une autre ordonnée T 



Digitized by Google 




IO 



Cours de Mathématiques. 



& fon abfcijfe x" 3 on aura Y 2 = P x" ; donc v*; 
Y 2 : : P x 1 : P x" : : x' : x" ; cefi-à-dire , que 
les quarrés des ordonnées à un diamètre font entre 
eux comme les abfcijfes corrcfpondantcs. 

Corollaire II. De ce que y* = P*', il fuit: 
i°. quon a y = + c’eft-à-dire , qu’à cliar 

que abfciire x 1 il répond deux ordonnées égales-, 
l’une poficive ol 3 l’autre négative o f i°. Que 
l’équation aux diamètres eft la même que l’équa- 
tion à l’axe ; mais les ordonnées aux diamètres 
leur font obliques , tandis que les ordonnées à 
l’axe lui font perpendiculaires. 

18. Problème. Décrire une parabole. De l’cqua- 
tion p x —y* , on tire x : y :: y : p. Ainfi cher- 
chant une moyenne proportionnelle y entre chaque 
abfcifte AP St le paramétré p que je fuppofe connu, 
on éievera cette moyenne proportionnelle P m per- 
pendiculairement à l’axe au point P , on prolon- 
gera chaque m P jufqu’à ce que Pra'= P m 3 5c 
faifant pafler une courbe par tous les points m 3 m r 3 
on aura la parabole cherchée : car on aura tou- 
jours x : y : : y : p 3 & y x = p x 3 équation 
à la parabole. On peut prendre p arbitrairement, 
par exemple , d’un pouce , d’un pied , &c. 

Autre maniéré par un mouvement continu. En 
fe fervant d’une équerre ffd ou x d h ( fig. 3. ) : 
on attache fur un point quelconque /r d’une des 
branches de cette équerre l’extréjnité d’un fil d’une 
longueur égale à x d 3 8c ayant attaché l’autre 
extrémité en /, on applique par le moyen d’un 
ftilet m une partie du fil contre x d 3 & tenant le 
fil tendu , on fait glifièr l’autre branche de l’équerre 
le long de la direétrice fd, le ftilet m trace dans 
ce mouvement la parabole a m y car on a tou- 
jours / m = m d. 
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1 9. Problème. Étant donnât une parabole am t 
trouver le paramétré p. Cherchez une troifieme 
proportionnelle à une abfcilïè ap , &c à fon ordon- 
née qp * vous aurez le paramétré cherché j cat 
l’équation y 2 — xp donne x : y : : y : p. 

Autre maniéré : ayant tiré la corde aq , mene* 
par l’extrémité q de cette corde la perpendiculaire 
qc j la ligne p c fera le paramétré demandé : cat 
par la propriété du triangle reétangle aqc 3 l’on 
x pa : qp : : qp : p c , ou x : y : : y : p 3 d’où 
l’on tire y* = x p , équation à la parabole. 

zo. Problème. Trouver l'équation de la para - 
lole par rapport à la convexité , ou relativement 
à une tangente A n perpendiculaire à l'axe au 
point A ( fig. z. ). Soit An = x t n m = y. Pat 
la propriété de la parabole P lit' = Â "/» 2 = 

AP = px nm y ou x 1 = p y. Ainfi dans l’équa- 
tion à l’axe il fuffit de changer y en x , & réci- 
proquement pour avoir l'équation de la parabole 
par rapport à fa convexité, i 

zi. Problème. Quarrer la demi-parabole acb 
( fig. 4. ), Par le point c , tirez la tangente et 3 & 
menant les lignes pc 3 fd très- proches l’une de 
l’autre & parallèles à l’axe , menez par les points 
r 6 c c les lignes cb 3 mrn perpendiculaires au 
pême axe , confidérant la portion r c de la courbe 
comme une partie infiniment petite de la tangente , 
les triangles femblables red 3 cbt donnent bt : 
bc ’.ird : de ; mais bt = tab = z fd 3 Sc 
rd zx mb ; donc xfd-’bc : l mb : de , & z fd 
X d c — bc x mb ; donc le reûangle mneb eft 
double du reétangle extérieur pfdc ; donc chaque 
élément de l’efpace intérieur eft double de Ion 
élément correfpondant dans l’efpace extérieur \ 
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donc l’efpace parabolique aci eft double de l’ef* 
pace extérieur apc : mais ces deux efpaces pris 
enfemble font égaux au parallélogramme apc b. 
Donc l’efpace parabolique acb eft les deux tiers 
du parallélogramme correfpondant , & l’efpace 
extérieur pac en eft le tiers. 

Remarque 1 . Nous avons fuppofé que l’élément 
de l’efpace parabolique étoit égal au reébmgle 
mbnc 3 tandis qu’il eft plus petit de la quantité 
rtc -, mais comme nr ôç en font des infiniment 

petits , le triangle cnr produit de — par r n , 

fera un infiniment petit du fécond ordre , qu’on 
néglige devant l’infiniment petit du premier ordre 
mbre. Par la même raifon nous avons pris pfed. 
pour l’élément de l’efpace extérieur. 

Remarque II. Dans toutes les Courbes , dont 
la fous-tangente aura un rapport confiant avec 
l’abfciflë , on pourra de même trouver le rapport 
de chaque élément bmrd , ou bmne de l’efpacq 
intérieur à chaque élément correfpondant de l’ef- 
pace extérieur , & par conféquent trouver le rap- 
port de l’efpace intérieur à l’extérieur j donc on 
pourra quarrer toutes les Courbes qui font dans 
ce cas. Par quarrer , nous entendons ici trouver la 
furface, ' •’ .• • • • ' 

Du Cercle de l'Ellipfe & de l’Hyperbole, 

il. Problème. Dans un cercle dont le dia- 
mètre a b — ia ( fig. 5.) , le quarré y * d’une 
ordonnée quelconque p m eft égal au reélangle des 
abfcifïes ap („v) , pb (1 a — x ) : car (Géom. 5 3.) 
a p : pm II pm : pb 3 ou x : y : *. y : la *- x ; 
donc y' s= lax — x 1 . Telle eft l’équation du 
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cercle , en comptant les abfcifles depuis l'origine a 
du diamètre ; mais fl l’on compte les abfcifles de- 
puis le centre c , en faifanc cp — x > on aura 
a p = a c — cp — a — x j bp — bc -f- cp = a 

x ; donc ap X p b = y 2 = a 2 — x 2 , autr« 
équation au cercle. 

Corollaire I. Doncj = 1 / a 2 — x 2 ; c’ejl- 

à-dire à chaque abfcijjc cp répondent deux or- 
données égales y l’une pojitive p m 3 l’autre néga- 
tive pmi. 

Corollaire II. Si t on fait cp — ca ou cb 3 
on aura y — ^ \/ a a — 7a ~ \/ 7== jr o , 

& Ji l’on fuppofe x ou — x ( car le quarré de x ou 
de — x e fl toujours le même ) plus grande que a 3 par 
exemple , — a —H d 3 l’on aura y 1 = a 2 — x 2 = a* 
— a 2 — lad — d d = — la d — d 1 ; donc y fera 
alors = Hh \/—i.aJ — d 2 3 quantité imaginaire qui 
fait voir que le cercle eft terminé en a & en b 3 
extrémités du diamètre , ce qu'on fait d’ailleurs. 

Corollaire III. Puifquc y — + \7 a 2 — x 2 , 
fi y en fuppofant le diamètre = î , par exemple , & 
■le rayon — i , on prend fucceffivement plufeurs 
ttbfcijfes cp = o , — , , Scc. & que pour chaque 

abjcïffe on calcule la valeur correfpondante de y > 
en faifant p m 3 p m' , &c. égales aux valeurs 
trouvées ; quon fajfe la même chofe du côté de b 3 
& quon fajfe pajfer une courbe par tous les points 
m j m' y on aura un cercle d’autant plus exact 
qu’on aura pris les ordonnées plus près les unes 
des autres , & qu’on aura calculé leurs valeurs avec 
plus d’ exactitude : or l’on peut trouver ces valeurs 
auflî approchées que l’on voudra, par le moyen 
des décimales. 

ij. Définitions. UEllipfe ejl une courbe 
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Am km' ( fig. 6. ) telle que la fomme des lignes 
mf, m F tirées de chacun de fes points à deux 
points fixes f , F qu’on appelle Foyers , efi tou- 
jours égale à fon grand axe ak. V Hyperbole efi 
une courbe a m [ rig, 7. ) , telle que la différence 
des lignes mf 3 m t tirees de chacun de fes points 
m aux points fixes J 3 F quon appelle Foyers , efi 
égale à fon premier axe ak. Dans l’Ellipfe on 
appelle fécond axe ou petit axe la ligne b B qui 
coupe en deux parties égales & perpendiculaire- 
ment le grand axe a A : on appelle excentricité 
dans l’Ellipfe & l’Hyperbole la diftance Ç /— C F du 
milieu du premier axe A a ( ce milieu eft le centre 
de la courbe ) , à chaque foyer. Mais dans l’Hyper- 
bole le fécond axe eft le double de Cb , côté 
d’un triangle re&angle , dont l’hypothénufe a b 
r= Cf , Sc l’autre côte C a eft la moitié du premier 
axe ak. Les lignes P m 3 mp tirées de chacun 
des points m de l’EUipfe ou de l’Hyperbole per- 
pendiculairement fur le premier ou le fécond axe, 
font les ordonnées de ces axes j les parties de 
l’axe a P , A P font les abfciftes du premier axe. 
On appelle paramétré d’un 7 axe une troilieme pro- 
, portionnelle à cet axe & à l’autre axe. Nous ferons 
dans la fuite le premier demi-axe a C d’une El- 
lipfe ou d’une Hyperbole = a 3 le petic demi- 
axe = b , l’excentricité C /= c 3 l’ordonnée P m —y» 
l’abfcifle ûP = x; ainfi P A = 2 a — x dans l’El- 
lipfe , mais PA —ia x dans l’Hyperbole. Donc 
le produit des abfciftes eft = lax — x 1 dans l’Ellipfe , 
& = lax x 1 dans l’Hyperbole. Mais en comp- 
tant les abfciftes depuis le centre Cj & faifant C P 
'= x 3 on a P a = a — x 3 & PA = a + * dans 
l’Ellipfe j au contraire dans l’Hyperbole P a = 
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= x — a y 8c PA = x a ; donc le produit des 
abfcilfes fera dans ce cas a a — x x pour i’Ellipfe 
& x 1 — a} pour l’Hyperbole. 

14. Théorème. Dans l’Ellipfe (fig. g.) U 
quarré du petit demi-axe ejl moyen proportionnel 
entre les diflances d'un des foyers f ou F aux 
extrémités a & K du grand axe. Car af — aC 

— f C = a — c j 8 c Af — f C -4- CA =z a -f- c j 

or le triangle reétangle B/C donne BC 2 = 2 — 

Cf ; mais B/ = B F , car les triangles B Cf j B C F 
ont les deux côtés qui comprennent l’angle droit 
égaux, ce qui (Géom. 50.) les rend égaux ; donc 
B / = B F mais (23.) B / -+- BF = za ; 
donc B / = a 8c b/* = à 1 ; donc l’équation BC* 

— TJ 1 ■ — C y* devient b* = a 1 — c 2 = fl~ c * 

Zffc — a f x /A j donc a — c : b : : b : a-^-c. 

15. Théorème. La même chofe a lieu dans 
V Hyperbole ( fig. 7. } ; car le triangle rectangle 

B<aC donne BC* = a B* — Ca ; or (23. ) aB = 
Cf —ci donc b 1 = c 1 — à 1 = TLTa X ~cf~a ; 

donc c — a : b : ! b : c a. 

z 6. Théorème. Dans l'Ellipfe le quarré d’une 
ordonnée quelconque au premier axe ( fig. 6.) , ejl 
au produit de fes abfcijjes comme le quarré du petit 
demi-axe au quarré du demi grand axe. Puifque 
mf -f- /tcF = za (23.), appellant zd la dif- 
férence de m F à mf 3 on aura le plus périt rayon 
vecteur f m — a — d , mais le plus grand rayon 
veéteur F m fera = a d i * donc f m — à 1 — 



* Car nous avons démontré ( voyez les Équations ) 
dans le calcul , que la Comme de deux quantités étant don- 
née , la plus grande cft égale à la moitié de la Comme 
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1 f 0 

x ad 4 ~ d 1 f & F m = <z 2 * 4 — x ad — j— d 1 : mai* 
/P = Cf — CP = c — jfj*&FP=c 4- x en 
comptant les abfcifïês du centre C. Or les trian- 
gles rectangles /«P/, m P F donnent Jm = mP 
4- JŸ , m F* = Pm’ 4- p~F* j donc on aura les 
équations 

a 1 — i a d -f- d 1 = y* 4 - c* — x c x 4 - x* 

a i ^r'xad H- d 1 —y 2 4- c 2 -\~ xcx -+- x * 

retranchant la première de la fécondé , l’on trouve 

j J>~' v -• j 4 e x c x ». 

jl ad — ac x j d ou 1 on tire d — ~ — «= — & 

4« a 

^■1 t 

Z 1 = . Subftituant ces valeurs de.d & de d % 

a 1 

dans la première équation , il viendra a 1 — xcx 
•4- — — y 2 4- c* — ic* 4- x *. Effaçant de part 
& d’autre la quantité — xcx & tranfpofant, on 
aura a 1 — c* — x 1 4 — = y* , & en ôtant la frac- 

a 1 J 

tion , a 1 X à 1 — a 1 X x' 4- c 2 X x 1 =r .* 
faifant attention que a l — c 2 = b 1 (24. ) , & que par 
confcquent — à 1 a-* 4- c* x x 1 = — b % x # 2 , on verra 
facilement que notre équation devient b 1 x à 1 — .v* 
Xb 1 =. a 1 y 1 , ou i 1 x ü* — "x 1 = a 2 jp* , d’où l’on 
tire y 1 .* a 2 — a? 1 ; : Æ 1 ; a*. Ce qu’il falloir dé- 
montrer. 



fomme , plus la moitié de la différence , la plus petite étant 
égale à la moitié de la fomme moins la moitié de la 
différence. 

* Si le point P étoic plus éloigné du centre que le point/, 
1 on auroit / P = x — c ; mais l’équation feroit toujours 
la même , parce que 
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17. Théorème. La même chofc a lieu dans 
/* Hyperbole ( fig. 7.) : car puifque ( zj.) F /rc — ■ 
fm= la , en appellant z q la fômme / m -4- F m t 
on aura le plus petit rayon veéteur f m — q — a > 
& F m = q -4- a ; mais les triangles rectangles 

f m P , F m P donnent fn — P ~m -+- /P* , Fin 1 = 
FP* - 4 - N , d’où l’on tire les deux équations 
Suivantes : 

q 2 — z a q -+- a * =y* -4- c x — -4- z 1 

ç* -4- 2 a q -4- a 1 =s y* -4- c* -4* 2 c .¥ -4- #*. 
Retranchant la première de la fécondé , le premier 
membre du premier membre , le fécond du fécond , 

il vient 4 aq zs 4c* , d’où l’on tire q = 

4« 

= — , Sc a* =2 — — . Subftituant ces valeurs de <7 

C* X* 

êc de q 2 dans la première équation, on a — icx 
• 4 - a* =>' 2 H- c* — 2 cx -4- x \ Effaçant — ic.v 

/>î y 2 

de part & d’autre & tranfpofant , — — — x 1 -4- a* 

c 1 — y* j Sc en ôtant la fraétion , c 1 x x x — a 1 x *• 
«‘-C Xa* a 1 y 1 y ou é 2 X a:* — é 2 x a* 
= a 1 / 2 à caufe de c 2 — a 2 a= é 2 , & par confé- 
quent a 2 j— c 2 = — A 2 ) ; donc b x x jF~— T 1 = 
a 2 y 2 , d’où l’on tire y 2 .* a: 1 — a* ; : A 2 .• a 2 ,• 
donc , &c. 

28. Corollaire I. Il fuit des deux Théorèmes 
précédents y que dans l'tllipfe & C Hyperbole les 
quarrés des ordonnées font entr eux comme les pro- 
duits de leurs àbfùfes. 

29. Corollaire IL i° De t équation y* a* = A 2 

Tome II. B 
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X a‘ — x* j ou y* = — x <*» — - x* , on tire y = 

b ... • 

-4-— y/ a 1 — x 1 ; ce qui fait voir qu’à chaque abf- 

ciflè C P il répond deux ordonnées égales , l’une po- 
sitive , l’autre négative, j • De la proportion^* : *•* — a * 
: : b 1 : <z* j on tire l’équation a l’Hyperbole y* 

L'i L 

& ] = + - \/ x x — a\ J®. Si 

a \ j a r t 

dans l’équation j = + — y/à* —~x i , on fait 

x = a j on aura y — o , mais en faifant *•> a , la 

quantité - deviendra imaginaire ; ainfi 

l’Ellipfe eft terminée aux extrémités a & A du 
grand axe. Mais fi dans l’Hyperbole on fait x ou 

b — 

— x = cl j on aura y = “ v/C* 2 — < a 1 ) = o, 

ce qui prouve que la courbe palfe par les deux 
fommets a & A , & s’étend du côté de F aulli bien 
que du côté de / , de forte que l’Hyperbole eft 
compofée de deux courbes a m , An, qu'on ap- 
pelle Hyperboles conjuguées , dont les ordonnées 
croilfent , d’autant plus que les abfciflês deviennent 
plus grandes. De plus , ces Hyperboles conjuguées 
font égales ; car en prenant les abfciflês pofitives 
ou négatives , pourvu qu’elles foient égales., la 
quantité x * eft toujours la même ( car x 1 -4- x 
X-+-xz= — xx— xj. Si l’on fuppofe x <u=C a 
= CA , y devient imaginaire. Donc la courbe- n’a 
aucun point qui réponde aux abfciflês comprifes 
entre a & A. . t . . 

3 o. Si dans les équations à l’Ellipfe Sc l’Hyper- 
bole on compte les abfciflês du fommec a , le pro- 



Digitized by Google 





*• - 

Sections Coniques. 

duit des abfcilïês fera la x x 1 pour l’Ellipfe , 
Ôc ia x -4- a 1 pour l’Hyperbole ( i j. ) ; ainli l’é- 
quation à l’Ellipfe ^ = -j x a * — at 1 deviendra 

J' — ~iXt« — , ôc l’équation à l’Hyperbole y % 

_ ^ , . . Æ 1 

— tï X *’ — 4* deviendra >* = - x 

u a 1 

ji. Puifque le paramétré p du premier ./xe' le 
trouve (ij.) en faifant au : i b : : a b : !p t ce 
qui donne ( * Calcul 5 6 ) a a : p : ; 4 a* : 4 é 1 ; ; 
* v b x 

à 1 : b 1 , il s’enfuit que Ü — _ . Si dans les deux 

ta a 

équations de l’Ellipfe ôc de l’Hyperbole , dont nous 
venons de parler , on fubftitue la valeur de — , on 

a 1 

* ' _ 
aura pour l’Ellipfe y 1 = £- x d 1 — . *» = ££. 

~ » ôc y 1 = p x — ^ ^ . Mais on aura pour l’Hy- 
perbole y 1 = P- x if 7 "— = £*! — ôc y 1 = 

iax- P- jc* = . Telles font les 

14 

équations par rapport au paramètre de l’Ellipfe ôc 
de l’Hyperbole. 

12 

) i. De l’équation à l’Ellipfe, y* = % x â*—Pj 



* En confidérant une proportion continue comme une pro- 
grdfion , dont les autres termes font inconnus, l’un a la 
propriété annoncée par le N° j 6 de la première Partie. 

B a 



\ 
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il fuit que les deux axes devenant égaux , ce qui 
donnera a 1 r: » ou — = i , l’on aura y* — i x 

A 

(a 1 — x’) — a* — x* = z a x — x* , équation au 
cercle : ainiï le cercle eft une Ellipfe , dont les 
axes font égaux. Mais les axes de l’Hyperbole deve- 
nant égaux , on a y 1 = x 1 — a* , y 1 = zax x*. 
Dans ce cas l’Hyperbole eft dite équilatere. 

Remarque. Dans l’Hyperbole , b peut être plus 
petit, égal ou plus grana que a ; mais dans l’El- 
îipfe , b eft néceflàirement plus petit que a. Car 
( iig. 8. ) / B = a , étant Phypothénufe du triangle 
redhngle /BC , eft néceflairement plus grande 
que B C = b. 

jj. Problème. Trouver l'équation de V Ellipfe 
& de l' Hyperbole par rapport au fécond axe. A 
caufe de m p ( fig. 6 & 7. ) = CP = x , Sf de 
Cp = P m zay , il fuffit de changer y en x & 
réciproquement , ce qui donne pour l’Ellipfe x* 

= ^ X à 7 — ÿ 7 , ou x* x a 1 =J , Xa 1 — y * X b x t 

A 

tranfpofant on a y' X b 1 = b 1 X a x — x* X a* , 
d’où l’on tire y * .* b x — x* : : a* : b * , & y'* = 

— x i r — Donc i°. le quarré d’une ordonnée 
b 

au petit axe , eft au produit de fes abfciffes comme 
le quarré du demi-grand axe au quarré du demi- 

f >etit axe. Donc z°. l’équation au petit axe de 
'Ellipfe eft femblable à celle du grand axe. Si dans 



l’équation à l’Hyperbole y 1 = — x ** — a 1 , on 
change yen*, & réciproquement on aura x’ = 




Sections Coniques. zi 



i* i 1 b * 

— Xy l — a' y. — = — xy’— en tranfpofanc, 
jr 1 -i- == — Multipliant par a* & divifant par 

il 

Æ* , on trouve y* = ^ X b T ~^Çx i , d’où l’on rire 

y* .* £* -4- x l : : a* •• b 1 . Donc i° le quarré d’une 
ordonnée quelconque au fécond axe de l’Hyper- 
bole eft à la fomme du quarré de l’abfciflè 6c du 
quarré du demi-fecond axe , comme le quarré de 
la moitié du premier au quarré de la moitié du 
fécond. Donc z° l’équation de l’Hyperbole , par 
rapport au fécond axe , n’eft pas femblable à celle 
du premier. 

d* 

Corollaire. Des équations = jj X b 1 — *’ , 

d * # d 

y 1 s= jj- x b 1 - 4 - * 4 , on tire^y =+ -y/b*—x*, 

y = -j- - v/ f’ -+- x 1 . Ces équations font voir i*» 

3 u’l chaque abfcifle dii fécond axe d’une Ellipfe ou 
'une Hyperbole répondent deux ordonnées égales, 
l’une poiitive pm , l’autre négarive po ; ainfi le 
fécond axe , comme le premier , partage la courbe 
en deux parties égales. z°. Que dans l’Ellipfe x ne 
peut pas erre plus grande que b \ mais dans l’Hyper- 
bole x peut croître à l’infini. Ainfi l’Hyperbole eft 
compofee de quatre branches égales , qui s’éloignent 
à l’infini du premier & du fécond axe *. 

Remarque. Le paramétré p* du fécond axe de 



* Oa fuppofc que les axes (ont prolongés. 

i B 



5 
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l’Ellipfe & de l’Kyperbole fe trouve par la pro- 
portion i b : la : : la : p' , d’où l’on tire i b :■ 

p' :: +b 2 : 4a 1 :: b 1 : a 1 , ou — = -7 . Si l’on 

b ' l b 

a* 

fubftitue cette valeur de ~ dans les équations de 
l’Ellipfe & de l’Hyperbolè , on aura y 1 — P - 

p'x 1 r, . p' b pl X 2 

pour 1 Ellipie , Sc y 1 = —y pour 

l’Hyperbole. 

j4.ThÉorSme La fur face d’une Ellip fe a b Km' 

ejl à celte d'un cercle décrie fur fon grand axe 3 , 

comme le petit demi axe b ejl au demi-grand axe 

a {fi g- 6 .) : car par la propriété du cercle ( 22.) le 

quarré \ 2 d'une ordonnée P n quelconque eft = a 1 

— x* , & par la propriété de l’Ellipfe , le quarré" 

y* de l’ordonnée P m correipondante à la même 

y* p* . 

abfcilïè eft= — x a 1 — x 2 : donc y* .* r* : : — x 

a 2 J x a 2 

T 2 *— x 2 : a 2 — x 1 , ou ( en multipliant les deux 
derniers termes de la proportion par a 1 &c les di- 
vifant par a 2 — x 1 ) y 2 : f : : b 2 : a 2 ; ainfi y : 

£ : ! b : a ; donc la fomme de tous les y eft à 

la fomme de tous les % comme b : a ; or la fomme 
de tous les y eft égale à la furface de l’Eilipfe , 
& la fomme de tous les £ eft égale à la furface 
du cercle ; donc , &c. 

Corollaire I. Pudique ( j.j.) l’équation, par 
rapport au petit axe de l'Ellipfe , eft femblabîe à 
celle du premier , il eft vifible que la furface d’un* 
cercle décrit lut le petit axe de i’Eilipf© , pris pour 
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diamètre , eft à la furface de l’Ellipfe comme le 
demi-petit axe de l’Ellipfe eft à fon demi-grand axe. 

CoRot. II. La furface S d'une Ellipje efi égale à 
telle d 'un cercle , dont le rayon feroit = v a k; c’ejl-à- 
dire , moye i proportionnel entre les deux demi-axes. 
Car foit c la circonférence d’un cercle dont le rayon 

= r y en faifant r : c l l a : ~ ( car les rayons font 

proportionnels aux circonférences), on aura celle du 
rayon a. Multipliant cette quantité par la moi- 
tié du rayon , ou par — , on aura la furface du 

€ • 

cercle décrit fur le grard axe = • Mais par 

le Théorème S : II b : a ; donc S = — — 

i r ira 

s= C -^- ; or telle eft la furface du cercle dont le 

i r 

rayon = V~â~b : car fa circonférence fe trouve en 
faifant r : c il V a b : -\/a b. Multipliant cette cir- 
conférence par v/ d - , moitié de lôn rayon , l’on 
a fa furface = = S ; donc , &c. 

1 r 

Corollaire 111. Donc pour avoir la furface 
d’une Ellipfe , dont les demi-axes font a & b , il 
fuffit de chercher celle d’un cercle , dont le rayon 
foit moyen proportionnel entre a 8 c b : on peut 
voir par- là que la quadrature de l’Ellipfe dépend 
de celle du cercle. 

Corollaire IV. Il fuit du fécond Corollaire , 
que les furfaces des deux Ellipfes , dont les demi - 

B 4 
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grands axes font a & A* /es demi-petits axes b & B % 
Jont entre elles comme les produits a. b , A. B de 
leurs demi-axes. Car la furface S de la première 



~~ , & la furface f de la fécondé = ~~~~ > 



donc S : f : : 



c a b 
1 r 



c AB 
ir 



Il ab : A B j donc , &c. 



5 y Théorème. La double ordonnée qui pafferoit 
par le foyer f d’une Ellipfe ou d’une Hyperbole , fe- 
rait égale au paramétré du premier axe (_ jig . 6 & 7). 



£2 

Car fi dans l’équation y * = — X ( a 1 — x* ) , 

b* 

on fuppofe x «=* c , elle deviendra y 1 = — 



b* b 1 

x(û* — c I ) = — , d’où Ion tire y = — & iy 

2. b* b^ 

e= = p. Mais pour l’Hyperbole, on ay* = - 



X (c* — 4 1 )= — (à caufe de b 1 = c* — — a* 

4 



dans l’HyerboIe); donc y = — , & ay = — 
= /; puifque f par le n°. 13.) iu : :: ib : 



p = - — = — — . Nous avons auflî démontré la 

* 1 f! /f 



1 a 



meme chofe ( 8 } à l’égard de la parabole* 

3 6. Problème. Par un point donné m de V El- 
it pfe ou de /’ Hyperbole , mener une tangente à la 
courbe ( fig . 9 & 7. ). Dans i'EUipfe ayant fait le 

{irolongement ml de / m = F m , & mené la 
igné Fl , par le milieu i de cette ligne & par le 
point m menez m t. Dans l’Hyperbole ( fig. 7. ) 
ayant pris fur F m la partie m l = / m , & tiré la 
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ligne lf t tirez par le point m & par le milieu i 
de fl la ligne mr, & le Problème fera réfolu. 
En effet tout autre point y de m t ne fauroit 
être à l’Ellipfe ou à l’Hyperbole Car / m -+- F m 
~ fl — 1 a dans l’Elliple , & F m — f m =■¥ m 

— ml = 1a dans l’Hyperbole. Mais à caufe de 
F m zz. ml dans l’Ellipfe , de f m — ml dans 
l’Hyperbole , Sc de m t perpendiculaire fur le mi- 
lieu de F/ dans l’Ellipfe , & fur le milieu de // 
dans l’Hyperbole , tous les points de m t font éga- 
lement éloignés de F & de / dans l’Ellipfe , de 
/ & de / dans l’Hyperbole ; donc dans l’Ellipfe 
y l = y F y donc y f -f - y l =. y f y F : or 
’yf + y/ vaut plus que fl — 1 a - y donc (y/ 
-F- y F ) > z a \ donc le point y n’appartient pas 
à l’Ellipfe. On prouvera la même choie pour tout 
autre point fitué fur m t. Dans l’Hyperbole F m — 
f m = F CT — ml — ia; mais F y — y f — F y 

— y l n’eft pas = 1 a = F / , autrement l’on 
auroit F y = F / + lj > c e qui eft abfurde \ donc 
le point y n’appartient pas à la courbe. On peut 
prouver la même chofe pour tour autre point fitué 
fur m t ; donc la ligne m t n’a d’autre point com- 
mun avec la courbe que le feul point m ; donc , &c. 

Corollaire I. Dans l’Ellipfe & l’Hyperbole les 
angles formés par la tangente , & les deux rayons 
veilleurs qui aboutiffent au point de contact font 
égaux. Car dans l’Ellipfe Fmi = i m l — f m y 
( fon oppofé au fommet ). Dans l’Hyperbole fmi 
= iwF, parce que mt divifanr en deux égale- 
ment la bafe du triangle ifocelle f m l Sc paffant 
par m , doit divifer l’angle m en deux également. 
De plus l’angle F m i = x my font oppofés au 
fommet. , 



/ 
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Corollaire II. Donc fi d’un des foyers de 
l’EIlipfe ou de l’Hyperbole partent des rayons de 
lumière qui tombent fur la furface intérieure d’un 
corps forme .par la révolution d’une Ellipfe , ou 
d’une Hvperbole autour de fon axe a A , ces rayons 
fe réfléchiront vers l’autre foyer dans l’Elhpfe j 
mais dans l’Hyperbole leurs prologemens feule- 
ment 'aboutiront à l’autre foyer. Et réciproque- 
ment fi dans l’Hyperbole les rayons partent du 
foyer le plus éloigné , ils réfléchiront fur la con- 
vexité de l’Hyperbole, de maniéré que les prolon- 
gemens m f des rayons réfléchis m M palïëront par 
le premier foyer , & les rayons m M paroîtronr venir 
de ce dernier foyer. 

37. Theoréme. Si du centre de l’ Ellipfe ou de 
l’Hyperbole on tire la li.cne C i , l’on aura C i = a 
(fig. 9 &. 7.). Dans l’Ellipfe C/=C F , & F i “ i /; 
donc F / = x C F : CF : : F/. ‘F/; donc les 
triangles F // , F C i font femblables * 3 donc 
/F: FC ::// = x a : C i ; mais F / eft double 
de F C 3 donc fl = z a eft double de Ci; donc 
C i — a. Par un raifonnement femblable on verra 
que les triangles fl F , fi C ( fig. 7. ) font fem- 
blables , &: que Ci = — = — = û;donc,&c. 

1 XI 

Corollaire I. Il fuit du Theoréme que fi du 
point C comme centre , & de l’intervalle CA — a 
(fig. 9 & 1 o.) on décrit un cercle , les perpendiculaires 
Fi , fd tirées des foyers F 8c f de l’Ellipfe , & de l’Hy- 
perbole fur la tangente m t , prolongée s’il le faut. 



* Deux triangles font femblables , lorfqu’tls ont deux, 
•ôtés adjaccns à un angle égal proportionnels. 



Digitized by Google 






Sections Coniques. 



*7 



aboutiront à fa circonférence. Car les lignes F i , 
f d j étant perpendiculaires fur mt , font nécelïai- 
rement parallèles, auffi - bien que fl &c /CD 
( par la démoi.ftration du Théorème précédent.) ; 
donc i°. Fi = li sz f D. D’ailleurs l’angle droit 
idD eft appuyé fur le diamerre i D j donc le 
point d eft dans la circonférence du cercle dé- 
crit du point C avec le rayon C i = a ; donc 
les points djD t i font fitués fur la circonfé- 
rence de ce cercle , & Ci, CD font des rayons j 
donc , &c. 

Corollaire II. Donc le produit des perpen-\ 
diculaires abaijjees des foyers de l'EllipJe & de 
l'Hyperbole fur la tangente eft toujours égal au 
quarrc du fécond demi-axe. Car par la propriété des 
cordes ( Géom. 5 j ) , f d X J D = af X / A 

( fig. 9. ) = a — c X a -f- c = a a — cc — b 1 ; 
or / D = Fi , à caufe des parallèles F / , f d ; 
donc /(/ X Fi = b'. Dans la fig. 1 o , par la 
propriété des fecantes , ( Géom. j 6.) f d X /D 
== f d X F i = fdX li = fa x/A zzfa X 
F a = b *. 

Corollaire III. Les perpendiculaires Fi abaif- 
fées du foyer F fur les tangentes aux dijférens 
points m de l’Ellipfe & de l'Hyperbole croijfent 
dans l'El’ipfe plus que les racines des rayons vec- 
teurs F m & moins dans l’Hyperbole. Dans l’EI- 
lipfe (fig. 9. } les triangles fmd , F mi font fem- 
blables ^ ayant les angles en d ôc i droits , & les 
angles dmf, im F égaux ( 36. ) ; donc Fi .* ¥m : : 

f d : f m ; donc F i = F/ ” ; donc (en multi- 

fm 

pliant tout par Fi ) F / 1 = p l ( en faifant Fi =zp) 
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s= Fi X f d X 



F « , ! F m 

— = é x ; donc pour une au- 

//» /m K 



tre tangente dont la perpendiculaire foit P, on 

aura P 1 = b 1 x "7 ( F m' , / m! défignenr les 

rayons vecteurs correfpondans 1 P ) ; donc p 1 z 
_ , F/n ,, F/n' F/n F tri _ 

P : : b x x 7— : b x 7—7 — . , &cp : P: r 

J m J ru' J r/l J m‘ r 

même proportion a lieu 



(fig. 10. ) dans l’Hyperbole , ainfî qu’on peut le dé- 
montrer facilement par le moyen des triangles F mi, 
f mi ( la démonftration eft la même * ). Mais 
dans l’Eilipfe F 772 croilïànt , f m diminue, puif- 
qu’on a toujours F m -}- mf == za ; dans l’Hyper- 
bole au contraire F m croiflant , f m croît auffi t 
parce que la différence de ces lignes eft toujours 

p fpl 

t= za : donc dans l’Ellipfe les fractions — croif- 

f/n 

fent dans un plus grand rapport que fi f m étant 
confiante , F m = r croiflôit leul j au contraire dans 

p jfl < 

l’Hyperbole les fractions — croiflenr moins que 

It f m étoit confiante } donc les perpendiculaires 
croifïènt dans l Elltpfe dans un plus grand rap- 
port que les V 7 & dans un moindre rapport dans 



* Lorfqu’une même démonftration peut s’appliquer à. 
l’Ellipfe & à l’Hyperbole, on peut le faire d’abord par 
rapport à l’Ellipfe , & la recommencer cnfuitc en l’appli- 
quant à l’Hyperbole. 
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l’Hyperbole; mais (14) elles croiffent comme les 
racines des rayons veéteurs dans la parabole *. 

3 8. Problème. Trouver ïexprejjion des rayons 
vecleurs f m , F m de l’Ellipfe & de l’ Hyper- 
bole ( fig. 6 Sc 7 J. Pour l’iLllipfe appellanc 2 q la 
.différence de f m à fm 3 & faifant = 1 q la fomme 

de fm & F m dans l’Hyperbole , on a q — — ** 

( z6 ) y donc fm — a — — = , & F/n = 

= ~~~» Mais dans l’Hyperbole on a 
fm =q—a = - — a = - *~ — ; & F/n 

' a a 

ex ex -f- 

z=. q-\- a — — l-tf = . 

a. a 

39. Théorème. Dans l’Ellipfe la fous-normale 

P ? = flî = Î2 fi caufe de ü = p -\ 

( fig. 1 o. X ) ; car les lignes qm 3 Fi étant perpen- 
diculaires fur m t font nécelTairement parallèles ; 
donc ( Géom. 46.) F / (m) : F / (2 c) \l ml 

«= F m — — — ( Problème précédent *** ) : F q 

. a a — c x _ aac — eex n V 

Z= IC X = ; or P q = Fq 

a a a * * 




* Cette propolîtion eft utile dans l’Aftroaomfe-Phyfique. 
** Nous appelions ici 1 q ce que nous avons appcJîé 
(t6) xdi Voyez les tramérosi6 & 17. 

*** F m «ielîgnc ici le plus petit rayon vefteur. 



/ 
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— F P , & F P = C F — CP = c— x ; donc P? = 
tü — Hl — c -f x = (en réduifant le tout en 



fra&ion & effaçant les quantités qui fe décruifcnt) 

a 2 x — c 2 x b 2 x p x 

— - - — = — — = - — , a caufe de aa — cc = b . 

« a i a i * , 

40. Théorème. Dans l'Ellip/e la fous-tangente 
a * x * 

P / = — — ; mais dans l’Hyperbole P 1 = 

* v X 

X 2 

( fig. 10 X,& 7> ). Car dans l’une & 

l’autre courbe le triangle reârangle qmt donne 

T 5 ffi* y* 

û P : Pot : : Pot : Pr = - — ■ = — ; or / = 

7 P £ P q 9 J 

y • 

— X ( u 1 — a: 1 ) , dans l’Ellipfe J donc dans cette 

, „ — a? v J a 1 x 1 

courbe P r = — 77 = . 

b 2 x x • 

1 • ’ ?” 

• " « ! “ ■ r 

Mais dans l’Hyperbole y* = — X (** — a 1 ) j donc 

b 1 . 

k 

a* v > xx — aa 

dans cette courbe P r = — r = . 

t : v£ ^ * - 

" * à 1 

Corollaire I. Donc CPxPf = ^-P dans 
l’Ellipfe , mais CP xPf = * ! — a 1 dans l’Hyper- 
bole j donc faifant P t — S , on aura Sx — à 1 — x 2 
dans l’Ellipfe , & Sx =s x 1 — a 2 dans l’Hyper- 
bole. ,r — <. 
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Remarque. Si dans l’expreffion de P<?& pt 
on compte les abfcilfes du fommec , ou ae l’origine 
de l’axe , alors x fe changera en a ip* , & l’on 

aura , toute réduction faite , P q = - -j- — , Si 
Pt = ■ Les lienes fupétieurs ont lieu 

a -h x ' ' w 

dans l’Eliipfe , 8c Ièr inférieurs dans l’Hyperbole. 
Mais dans la Parabole , ainfi que nous l’avons déjà 

vu , la fous-normale efl = la fous-tangente 

... * r * • • ^ î * 

> A.J r ; 

t= z x. Donc dans les Sections Coniques la fous- 
normale eft égale' moitié du paramétré dans 
la Parabole , moindre dans l’Ellipfe & plus grande 
dans l’Hyperbole. A 1 égard de la fous-tangente, 
elle eft'égale au double de l’abfdlfe dans la Para- 
bole , plus, grande dans l’Ellipfe , moindre dans 
l'Hyperbole ( on compte 1 les abfcilTes du fommet 



de la courbe ). Car daps l’Ellipfe 

‘ ns ■ si ■' r 

ta» —— i : x 3 



la x 



• x 1 



a - 



> 



a- 
i a x 



: oinrin; :. s ■ /. 

=s 2 ,.y. Ma 4 S dans l’Hyperbole Pt: 

< - — îx y donc 



a H— * ■ a — p- » 

î !,.o o.i j r : rn-:iy h atsru % ..va cic..- 

• .Corollaire 11. Done/Cr= — j car dans l’El- 



- A - 

b V. 



i I # t 

XX 






lipfé G t = 

—, Dans l'Hyperbole C r = CP — Pt x -mm 

(— )=f." 



r. 
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Corollaire III. II fuit du Corollaire précédent 
que CP: C<2 C a : C f. Ainfi pour trouver 
Cri/ faut prendre une troïjiemc proportionnelle à 
l' abcijje & au demi-axe. Le point r étant trouvé 
par r & par m , on mènera une ligne mt qui fera 
une tangente. 

Corollaire IV. Retranchant A P de Pr dans l’El- 
lipfe , & a P de Pr dans l’Hyperbole & comptant 
les abfciffes du fommet,l’on aura A r (fig. i oX; & a t 
zax T x 1 a x . , 

(fig. y.)— = * = — - ; mais dans la Pa- 

rabole(fig.i.\ A t=x ; donc la diftance du fommet 
à la réncontre de l'axe & de la tangente eft , pat 
rapport à l’abfcillè , égale dans la Parabole , plus 
grande dans l’Ellipfe , moindre dans l’Hyperbole. 

* 1 .^ 4 . ( * » jjl , - 

Remarque. Si dans l’expreffion de P t = — , 

. « . 2 " * - î ‘ a * i.'j 

on fuppofe x = o , l’on aqw P t = — =e= c» *•, 

(voyez ce que nous avons dit fur l’infini dans la 
première partie ). Ainfi la tangente qui répond à 
l’extrémité du petit axe eft infinie & parallele.au 
grand axe de l’Ellipfe ; mais- eh faifant x néga- 
tive , P r devient négative ; ce qui fait voir qu’une 
quanttré c en -palTant du pofîtif au négatif , paffe quel- 
quefois par l’infini ; mais d’autres fois elle paffe 
par o , i comme on le Dvoic dans la progreflkm 
arithmétique , 4. 1.0. — - a. — 4. — 6. ôcc. 

La raifon en éft qu'une quantité en paflànt tIu po* 
lîtif au négatif, doit fe trouver dans une limite. 



7" ri : - - - 



* En conGdérant o comme une quantité infiniment 
petite. V" I" ! 
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qui ne foit pas plutôt pofitive que négative j or o 
n eft pas plutôt pofitif que négatif : il en eft de 
même de l’infini. Mais une quantité \/a TTT~ X nqp 
peut de réelle devenir imaginaire , ou d’imaginaire 
devenir réelle , que la quantité a — x ne pallè du 
pofitif au négatif dans le premier cas , du négatif 
au pofitif dans le fécond cas : une quantité ne 
peut donc paiTer du réel à l’imaginaire 8c récipro- 
quement qu’en partant par le o , ou par oo j ce 
qu’il eft bon de remarquer.' 

(I X 

Si dans l’expreflion de a t = — — - dans l’Hyper- 
bole , on fuppofe *=<» , l’on aura = 

= a. Ainfi at ne peut jamais furp^B aC , 8c 
toutes les tangentes de l’Hyperbole tombent entre 

<2 a ti X 

C 8c a ; 8c dans ce cas Ct = — = — - ^ o.* Mais 

X oo 

dans la parabole ( fig, 4 . ) a t = x devient infinie 
lorfque x — oc. Cela vient de ce que la parabole 
eft moins ouverte que l’Hyperbole : en effet on 
a y = 3+7 p / p x dans la parabole , 8c y ==■ 

~f~ x •+* ~~~J ^ ans l’Hyperbole j donc le para- 
métré p 8c l’abfcillè x étant fuppofés les mêmes dans 
l’une 8c l’autre courbe, les ordonnées de l’Hyperbole 
font plus grandes que celles de la parabole , 8c en 
faifanc = Y l’ordonnée de l’Hyperbole & ~y celle 
de la parabole , l’on a (à l’infini y : Y : : ( Y p os ) : 

* C'efl- à-dire infiniment petite : on peut la regarder 
comme =0 refpeélivemcnt à at. • • 

Tome II. C 
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y’ oo : oo , en divifant par \/ p , faifant attention 

oc 2 oo 2 • 

que » -p- — — = — — , &c multipliant par i a ; 
donc , &c. 

41. Théorème. La fous-tangente pT au fécond 
axe de l'EliipJe & de l’ Hyperbole ( fig. 10 X & 7 ) , 

a b* —y* j r’vir r ■ t- 

e jt— j d ans 1 hlhpjc ; mais p T = 

dans l’Hyperbole 3 en appellant y l’ abfciffe pC du 
fécond axe . Les triangles femblables r/wP, m T p 
donnent t P : P m = p C : : mp = P C : T j 

c’.eft-à-dir e -f~ — : y : : x : p T = ; 

or 7+7 a 1 x z = ~ir~ » ce qu’on tire aifément 

t? • 

de l’équation de l’Ellipfe 6c de l’Hyperbole , y z 

yi 

— — x ( 7+7 a z -j- X 2 ) y qui de plus donne x z 
a 1 b* ~ a 1 y 1 , , . 

a=s . Subitituant ces valeurs dans 

b x 

** y _ b 1 ~ y 2 _ . r 

1=— ■ , on a p T = •. Ce qui rour- 

+ a 2 -f- x z 1 y 

nit un autre moyen de mener une tangente a 
l’EUipfe 5c à l’Hyperbole. Si on ajoute y à pT 
pour l’Ellipfe , & fi l’on retranche y fie p T pour 

[,1 

l’Hyperbole , on trouvera CT = — . 

Des Jfymptotes de l’Hyperbole 3 & des Diamètres 
de l’ Ellypfe & de l’ Hyperbole. 

41. Définitions. Si par le fommet a de 
l’Hyperbole f fig. 11.) on mene Y ax perpendi- 
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culairement fur C a , qu’on faflè ax = a Y =C b y 
les lignes indéfinies CY, Cx, menées pat le centre 
C & les points Y &c x , font appcllées Afymptotes de 
V Hyperbole ; les lignes n 3 nu, ng font nommées 
Ordonnées , lefquelles font parallèles à une Afymp- 
tote , ou à l’un des axes. Une ligne terminée de 
part 6c d’autre à la circonférence de l’Ellipfe en 
pafifant par le centre , eft appellée Diamètre de 
l’E llipfe j telle eft la ligne dD ( fig. \ z. De* 
même dans l’Hyperbole ( fig. i x. ) la ligne D d y 
terminée par les Hyperboles oppofées 6c paftant par 
le centre , eft un Diamètre Une ligne HCh qui 
pafte par le centre parallèlement à la tangente rd y 
menée à l’extrémité d d’un autre Diamerre , eft ap- 
pellée Diamètre conjugué par rapport au Diamètre 
D d, & réciproquement. En général deux Dia- 
mètres font dits conjugués l’un par rapport à l’au- 
tre , lorfque l’un eft parallèle à la tangente à l’ori- 
gine de l’autre. Dans PEllipfe tout Diamerre eft 
terminé par la rencontre du périmètre de l’Ellipfe; 
mais dans l’Hyperbole on détermine le Diamètre 
conjugué h H en tirant du point d parallèlement 
aux Àfymptotes , les lignes d h 3 d H jufqu’à la 
rencontre de h EL. Les lignes Im , parallèles à la 
tangente dt ( fig. iz.) , ou à la tangente dr (fig. n.) , 
tirées d’un point L quelconque de la courbe juf- 
qu’à la rencontre du Diamètre , font dites ordon- 
nées à ce Diamètre. Enfin le paramétré p d’un 
Diamètre eft une troifieme proportionnelle à ce 
Diamerre 6c à fon conjugué j ainfi faifant dD = 
la j h R = z b 3 on aura le paramétré du pre- 

• ib 1 . . , r 

mier = , 6c celui du fécond = — t— • 

a b 

43. Théorème. Le rectangle des lignes d % , d ^ 

C 1 



3 G Cours de Mathématique?. 

(fig. ii.) ordonnées aux Jfymptotes parallèlement 
au fécond axe , efl égal au quarré b 1 du fécond 
demi-axe. Les triangles femblables CuY , CP| 

donnent a : b : : * : P \ — ~ j mais ? d = P i 

-y,' df = Pf-y-Vd-~^ r y; 

b 1 x 1 b 1 x 1 b* , . 

donc d% X d f = — y 1 = — ; — ( a* 1 — a* ), 

*■ *■ aa ” a a 

* , . b\x' V- X* 

en fubftituant la valeur de y ; mais 

fl 2 

^ a - — b x : donc , &c. Il eft vifible aufli que 

nf . n\—bb. 

Corollaire I. De l’équation d\X df=- b 1 ± 
on tire d\ : b il b : d\. 

Corollaire 11. Donc l’Hyperbole ne rencontre 
jamais l’Afymptote, quoiqu’elle s’en approche cou- 

b x 2 x* 

tinuellement ; en effet Pr= — , & P{ — ~yr > 
7 v a a 

b'x* b z a 2 , _ „ 

mais - Td 1 = y 1 = — — j donc P ^ eft tou- 

d“ a. 

jours plus grande que P d , c’eft- à-dire qu’aucun 
point d de l’Hyperbole ne peut jamais rencontrer le 
point correfpondant £ de l’Afymptote. Mais parce 
que de l’équation d%x df =r b , on tire d £ = 

— , & que d f augmente continuellement à pro- 
portion que l’Hyperbole s’éloigne du fommet a > 
il s’enfuit que d £ diminue de que l’Hyperbole 
s’approche de plus en plus de l’Afymptote C\. 

44. Théorème. Le produit d'une ordonnée quel - 
conque d y à une AJ'ymptote & parallèle à f autre 
Afympiote , par fon abfcijje C y , efl toujours égal 
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au produit a K x CK. En effet les triangles a K Y, 
dy J ( femblables parce que % 5 c Y , y & K font 
correfpondants ) donnent dy : a K : : ç d : aY = 
C b C C b : d J ( Coroll. I. n° 43). Mais les trian- 
gles a K Y , di J ( femblables parce que leurs côtés 
font parallèles) donnent a Y : d J y K Y : di ; 
donc dy : aK y K Y : di ; 5 c dy . di = a K . K Y; 
mais à caufe du parallélogramme C i d y , on a dy 
— Ci. De plus les triangles égaux C£K , a K Y* 
donnent aK= Y K = C K 3 donc dy.Cy = CK*. 
Remarque. Il eft vitible que b K = a K. 
Corollaire I. En faifant C K = c , C y — x ; 
dy = y y l’on aura x . y — <* , équation de l'Hy- 
perbole par rapport aux Asymptotes. La quantité c* 
s'appelle puijjance de ï Hyperbole. 

Corollaire II. Puifque par la propriété du 
triangle reétangle C ab , on a (ba ) 1 = b 1 a' y 

. T , CY b a „ z 

& que a K = — = — , 1 011 aura a K = t = 

1 1 i 

b 1 -{-a 1 b 1 ’ d 1 

■ = — ■ -j ; donc la puijjance de l' Hyper- 

4 4 4 

bole ejl égale au quart de la fomme des quarrés 
des demi-axes. 



45. Théorème. Le rectangle ng y. nu des or- 
données aux Afymptotes parallèlement au premier 
axe ejl = a*. Caries triangles femblables ngj , 
Ca Y donnent ng : nj :: C a : a Y. Pareille- 
ment les triangles femblables \ u n 3 Ca Y donnent 
nu : n%:: Ca : aY 3 donc en multipliant par ordre 
les tcÉmes de ces deux proportions , l’on aura n g x 
nu : n ^ X nj = £*(43.) : fâc* = a* .* TŸ* = b 1 ; 



* Car les triangles C b K , a Y K ont deux angles égaux 
far les côtés égaux a Y , C b ; donc , &c. 



C 3 



« 
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donc n g nu : à* m .\ b* : b* \ donc ng . nu = a 2 . 

4 6. TheorÊme. Si l’on tire une ligne quelconque 
rR d'une Afymptote à l’autre à travers une Hyper - 
bo e y les parties r n , Ro comprifes entre chaque 
Afymptote & l’ Hyperbole feront égales entr’elles 
(fig. ij.). Car les triangles rn^j rou ( femblables 
à caufe des parallèles \ n } ou) donnent rn : n ^ 
:: ro : ou. Mais les triangles RoV , rn-{ fem- 
blables à caufe des parallèles oV, n f , donnent 
R n : n f : : R o : o V. Multipliant ces propor- 
tions par ordre , l’on a rn x/iR: «jr x « j' :: 
ro X o R .* uo X V o j mais (4?.) \n X nf — 
b 2 — uo x oV , donc r n x nR = r o x oR , ou 
r n X (no Ro) = ro x Ro = ( rn -}- no) 
X Ro j ou rn X no rn X Ro =: rn X Ro -H 
no X R 0. En effaçant de part Sx d’autre la quantité 
r n x R 0 j il refte rn x no = RoX«o; donc 
(en divifant par no) rn=Ro; donc, &c. 

Corollaire I. Donc une tangente, mt ter- 
minée aux Afymptotes eji divifée en deux parties 
égales au point de contact d. Car d t — dm y à 
caufe que la ligne nu ne rencontre la courbe qu’au 
feul point d , & que les parties d 1 , dm com- 
prifes entre la courbe Sc les Afymptotes font égales 
ainfi que nous venons de le voir. 

Corollaire II. Donc étant données les Afymp- 
totes Cf, C \ Sc un point n dans l’angle \ C f , 
on pourra décrire une Hyperbole qui pâlie par le 
point donné n. Car en tirant les lignes ta R, 
\n f , Scc. Sc prenant oR=r/i, df = fit , &c. 
les points d j o , Scc. appartiendront à la courbe. 
On pourra fe fervir des points d Sc 0 comme du 
point n , pour trouver d’autres points de la courbe, 
defquels on fera le même ufage. 
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47. Théorème. Les produits des lignes rnx 
72 R, x p x p y j oc. tirées d'un point quelconque 
de la courbe parallèlement à la tangente Jont égaux 
entr’eux & au quarré de m d — de = t. Les trian- 
gles femblables r n % , x p u donnent % n : up \ : 
r n : x p ; Sc 1 cauie des triangles femblables 
« qj R , p Vy l’on a n ^ : p V : : n R : py. Donc 
en multipliant ces deux proportions ,\n x n^ : p x 
X pV :: r n x nR : x p x P y* Mais félon ce 
que nous avons dit ci déifias \n X n ^ 1 =z b 1 ss 
pu x pV y donc r n x 77 R =r xp x py ; & lors- 
que le point n fe confond avec le point d , c’eft- 
à-dire lorfque r R devient tangente , l’on a x p 
X py — md X dt =. t X t = r. 

4*. Théorème. Le Diamètre ÆH conjugué au 
Diamètre dD , eft égal à la tangente sdr menée 
par l’origine d du Diamètre </D & terminée aux 
Afymptotes ( fig. 11 ). Les triangles Hhd 3 C rs 
femblables ( ^>arce qu’ils ont tous leurs côtés paral- 
lèles ) font égaux , ayant deux angles égaux fut 
deux côtés égaux hd 3 C r ; donc sdr = h H. 
D’ailleurs hC = dr à caufe du parallélogramme 
hd C r ; donc s d = C H. 

On peut démontrer cela de éette autre maniéré. 
Le parallélogramme CHi/j donne s d = C H. Le 
parallélogramme drCh donne dr = Ch ; donc 
sr = hYL. 

Corollaire I. Puifque sd=cdr ; doncAC=x= 
CH. C’eft-à-dire qu’un Diamètre conjugué quel- 
conque de l’Hyperbole eft divifé en deux parties 
égales par le centre C de l’Hyperbole. Mais d’ail- 
leurs il eft évident qu’en prenant A p = a P ou 
C P = C p les triangles retf angles P dC , CD/» 
font égaux & femblables j donc tiC D eft une ligne 

C 4 
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droite , & C d = CD ; donc tous les Diamètres 
de l’rîyperbole font divifés en deux également par 
le centre C. 

49. Théorème. Dans VEllipfe & P Hyperbole 
(fig. 14 & 1 5. ) tout Diamètre AH , parallèle à une 
tangente mt , coupe le plus grand rayon vecleur 
F m , de maniéré que m i — a C = a. En effet 
menant fp parallèle à mt ^ le triangle pmf fera 
ifocelle , puifque les angles f m t 3 p mo égaux 
entr’eux ( 3 6 . ) font égaux à leurs alternes internes 
mfp 3 mpfi donc mf — mp. De plus les trian- 
gles F f p y F C i femblables ( à.caufe des parallèles 
f p j Ci) donnent F/ ( ic ) : F C (c ) : : F p : F i; 
donc F p — 2F i j 8 c F i = ip. Mais dans l’El- 
lipfe F m -f- f m , ou ip i -F- ip m — 1 a ; donc 
p ï p m , ou mi a. Dans l’Hyperbole F m 
— f m — 1 a , ou F m -p- m p — / m — m p — 
F p — amp —aa — api — amp ; donc a — 
p i — m p — m i ; donc , Ôcc. 

50. Théorème. Dans une Ellipfe (fig. 16.) lè 
triangle P mt jait par une tangente 3 fous-tangente 
& ordonnée correfpondantes 3 ejl égal au trape^e 
arrnV, formé par l’abfcijfe a P , l'ordonnée 1 ? m 3 
la tangente au fommet & une droite C rnr qui pafj’e 
par le point touchant m & par le centre. Car puif- 
que ( 40. ) C P : C a :: C a : Ct 3 Sc que C P : 
C a : : P m : a r ( à caufe des parallèles P m 3 ar 
qui rendent femblables les triangles CPmj Cur), 
l’on aCu:Cr::P/7 z : a r 3 & C a X ar = P mx 

C ax ar P m X C r • . , 

C r j ou — r- = — — j or ces quantités 

font égales aux triangles C m t , Car ; donc fi 
de ces deux triangles égaux on retranche la partie 
commune P/«C, l’on aura tm P = mX?ar. Ce 
qu’il falloit démontrer. 
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Corollaire I. Donc un triangle qlu donc un 
côté q l eft une ordonnée à l’axe , l’autre côté 
une ordonnée au Diamètre, mM & terminée à 
l’axe en u , Sc dont le troilïeme côté eft la partie 
de l’axe comprife entre fon ordonnée Sc la ren- 
contre de l’ordonnée au diamètre , fera toujours 
égal au trapeze correfpondant qkra . En effet les 
triangles P m t , qlu femblahles ( à caufe des an- 
gles droits en q & en P , & des angles correfgorv- 
dants u & t égaux ) donnent mPf : qlu ;; F m 1 : 
qï 2 * : : C ~a — C~p 2 : cV — cf? 2 ( par la pro- 
priété de l’Ellipfe { 18 ) : 1? mr a : qkra (parce 
que les différences des triangles femblables C ra y 
(ipm y Cra , Cak font dans le rapport des dif- 
férences des quarrés des côtés homologues ) ; donc 
P me : qlu'.'. P m r a : qkra ; mais m P c = 
P mra j donc q lu = arqk = q k m t , en re- 
tranchant arm P Sc ajoutant la quantité é 
t m P. 

Corollaire II. Donc le triangle lok eft égal 
au trapeze correfpondant moût. Car nous venons 
de voir que q lu = q k m t ; donc en retranchant 
la partie commune qkou , on aura lok = moût. 

Corollaire III. Il fuit de-là que CND =: 
Cmt * ; or CND = C/n/ à caufe de la fymmé- 



(*) Car lorfquc lok devient NCD, moût devient 
évidemment m C /. Pour comprendre comment lok devient 
NCD, il«n'y a qu’à concevoir que la ligne lu dont un 
point 7 eft toujours fur la courbe & le point u fur l'axe A<i 
(prolongé s’il le faut) defeend parallèlement à elle-mcmc , 
jufqu’à ce qu’elle fc confonde avec la ligne N C ; alors U 
ligne Ik . terminée par le diamètre mÎA prolongé s’il 1» 
fauc , & l'extrémité l de la ligne u,l deviendra N D. 
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trie * de l’Eilipfe qui en fuppofant C = CZ, 
donne C^'N = C , C D = Ç \d & N 
= donc C n d = C m t. • 

51 . Théorème. Dans l’Ellipfe le quar/é d'une 
ordonnée lo (y), au Diamètre ra M (iû) ejl au 
produit des abfcijfes m o X u M ( a 1 — xx ) comme 
le quatre du demi - Diamètre conjugué ( b ) au 
quarré du demi - Diamètre m C (a). Car fi Ton 
tire^/zc/ parallèle à /b , les triangles ndC 3 lok 
feront femblables , parce qu ils ont les angles en 
k 8c d alternes internes , & de plus l’angle l du 
fécond eft égal à fon alterne i Q C = d n C , fon 
correfpondant ; donc To 2 : Vc 2 : : lok : n C d ; or 
les triangles femblables C mt t Cou donnent Cm 1 .* 
C o 2 Cm t : C o u 3 8c ( dividendo ) c m 1 — C o 1 : 
Cm 1 ! ! Cm t — Cou = moût : C mt II lo k : 
n C d (à caufe de / o k =■ moût , & de nCd =# 
Cwf ( 50 . ) :: IV : nT. 1 y donc Cm 1 — c ~ô 2 , 
ou Cm~-Ç~Co X Cm — Co = n 4"~x X hWc ( en 
faifant C o = x ) = a 1 — x 1 : Cm 2 =*= à 1 I o x 
=y z * W — b'~ , ou ( mettant la première raifort 
à la place de la fécondé 8c alternando) y 2 : a 1 — x x 
::/.* a 2 **. 



* Cette fymmétrie fait que les parties m de la courbe 
font fituées d'un côté de i’axe de la même manière que 
les parties correfpondatucs & oppofées M le font de l’autre 
côté du même axe. 

** On peut démontrer cela d’une autre maniéré plus aiféc. 
Si on conçoit qu'un cercle A Y a B tourne fur le Diamètre 
A a jufqu’a ce que fon plan fafle uu angle quelconque, par 
exemple de 50 degrés avec le plan AQNoM, & qu’en- 
fuite on mené de tous les points de la circonférence du 
cercle des perpendiculaires F Q fur ce dernier plan , la ligne 
AQ«M par laquelle palferont toutes ces perpendiculaires 
fera une Ëllipfe ( ftg. 16 A). En elle» il elt vilible qu'ayant 
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5 2. Théorème. C'ejl la même chofe dans l'Hy » 
perbole (fig. 1 1) En effet les triangles femblables 
C d r> Cmm donnent C d (a) l d r= hC (b)n 
b x 

C m (x) ; m m t=s — , & faifant mo = m l = y , 



, hx b x 

on a m o — -y \ cc o j — J m -4- mo s= 



-h_y ; donc o m Xof — 



-y 1 —b 1 (à caufe 



de om x o/ = (rd)* = ( 47 ) , & en tranfp* 

. ... b x x x , b l x x — é l u l 

iant il vient • — b 1 ou 7 —J' 1 » 

d’où l’on tire y 1 I x* — - a 1 il b 1 l a z . 



mené les lignes F D , Q D , l’une dans le plan du cerde , 
l’autre dans le plan de la figure A Q a M , & perpendicu- 
laires à l’interfe&ion A a de ces plans , l’on aura F D : DQ :: 
r : cof. FDQ :: a : b , en faifant le cofinus de l’angle de ces 
plans === b & le rayon = <j ; donc tomes les ordonnée* 
du cercle feront à toutes les ordonnées correfpondantes ce 
la figure AQ«M dans un rapport confiant de a : b „ pu 
de C T : C/ , en faifant CT & C t — b , ou du démi- 
grand-axe CA au demi petit-axe C r, ce qui convient par- 
faitement à l'Eilipfe (34)* La figure AQaM formée par 
les extrémités des perpendiculaires F Q , f q , &c. abai fiées 
de la circonférence dit cercle fur un plan qui lui eft incliné, 
s’appelle ProjeSiion orthographique de ce cercle. C’eft pourquoi 
la projedion orthographique d’un cercle fur un plan qui 
lui eft incliné eft une ellipfe. 

Il eft encore évident que fi des extrémités & du milieu 
d’une corde x u, on mene des perpendiculaires xS, Z V, 
u s fur le plan de la figure A QS aM, Tes lignes S s , xu 3 c 
SV, xZ feront entr’elles dans un rapport confiant ; c’eft- 
à-diie , que fi S s eft., par exemple , la moitié de xu , S V 
fera aufft la moitié de xZ. De même Q q parallèle à ,Sr , 
& projection du Diamètre F/ fera la moitié de ce diamètre. 

Tome II. ** 
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Remarque. Nous avons fuppofé dans le der- 
nier Théorème que mo = ml , ce qui eft évident ÿ 
car C dm coupant s r en deux également en d doit 
couper fa parallèle f m en deux également en m. 
Mais d’ailleurs (45) if—om ; donc mo — Im . 
Nous avons fuppofé aulli dans l’avant dernier Théo- 



En général toutes les ordonnées , & doubles ordonnées de 
l’Ellipfe parallèles entr’elles , feront dans un rapport conf- 
tant avec les ordonnées & doubles ordonnées correfpon- 
dantes dans le cercle. 

il fuit de-là que Q f , M N étant deux Diamètres con- 
jugués , les quarrés (SV) 1 (y ) 1 des ordonnées au fécond 
font entr’eux comme les produits NV x M V des abfcifles 
correfpondantes. En effet toutes les ordonnées S V , Q C 
'fcar'célïelîgne eft une ordonnée qui palTe par le centre)’, 
parallèles entr’e.lles , font plus petites que les ordonnées 
x Z , FC du cercle dont elles font les projetions , 8 c 
plus petites dans un rapport confiant. De même les lignes 
NV, V C , C N = CM,& VM font plus petites que 
Jes lignes Y Z , CZ, CY, Z B dont elles font les projec- 
tions , & cela dans un rapport confiant. Mais dans le cercle 
.les quarrés des ordonnées x Z font égaux aux produits Z B X 
Z Y des abfcifles j donc dans l’Ellipfe les quarrés des or- 
données SV font 411X produits des abfcifles NV X VM 
dans un rapport confiant. Si , par exemple , dans l’Elüpfe 
les quarrés des ordonnées elliptiques font la moitié des 
quarrés dçs ordonnées circulaires correfpondantes , & que 
les produits des abfcifles dans l’Ellipfe l’oient le quart de 
ceux du cercle, les quarrés des ordonnées de l’Ellipfe fe- 
ront le double des produits de leurs abfcifles ; en général 
l’on aura (SV) 1 :NV- VM :: (QC) 1 : NC- CM, 'ou 
y* - a a — xx : : b b \.a a , en failant S V =* y , CV ==■ x, 
MN = ia, & par conféquent lylV =*="•*-)-*, NV = 

bb 

q — x , QC =•» b. Donc y 1 ^ — r(aa~ xx). Cette 

a ci 

méthode eft aufli fimplc qu’élégante. 
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rême que tous les Diamètres de l’Ellipfe étoient 
partagés en deux parties égales par le centre ; or 
c’eft ce qui eft évident , car en tirant ( fig 1 6. ) 
l’ordonnée M F & fuppofant CF = C P , l’on aura 
par la propriété de l’EU^e Pm = FM, & les 
triangles reétanglcs CFM , CP m auront deux 
côtés égaux , par conféquent leurs hypothénufes l'e- 
ront égales j donc ces triangles auront tous leurs 
côtés éi aux aulfi bien que leurs angles ; donc 
m CM fera une ligne droite , 8c le Diamètre otM 
fera divifé en deux parties égales en C. 

Corollaire I. 11 fuit de ces Théorèmes que 

y — + “ V O 2 * — A ‘ 2 ) dans l’Ellipfe , 8c y — -f- — x 

\/(x l — a* ) dans l’Hyperbojf \ donc à chaque 
ordonnée pofitive il répond une ordonnée négative 
égale ; donc dans l’Ellipfe lo — io , & dans l'Hy- 
perbole (fig. 1 1. ) Im zz 772 0. Ce que nous (avions 
déjà pour l’Hyperbole. 

Corollaire II. Puifque l’équation aux Dia- 
mètres eft la même que l’équation aux axes , il eft 
aifé de voir que l’équation par rapport aux Para- 
métrés 8c aux Diamètres conjugués font les mêmes 
que pour les axes , 8c que les propriétés des Dia- 
mètres font les mêmes que les propriétés des axes 
en tout ce qui ne regarde pas les foyers. 

Corollaire III. Si l’on fuppofc l’abfcifTe * = Qj 
on aura pour l’Ellipfe y = i mais en fuppo- 
fant .v = a dans l’Hyperbole , on a y — o ; donc 
l’Hyperbole paTe par les extrémités d j D du Dia- 
mètre d\é). 

5 j. T héorème. Si des extrémités n,M ( fig. 1 6.) 
des deux Diamètres conjugués on mené les ordon- 
nées m P, /2 £ au grand axe d’une Ellipfcj le quarré 
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d'une des abfciJJ'es C \ comprife entre le centre C 
& une des ordonnées 3 ejl égal au produit des abf- 
cijjes AP X P a de l'autre ordonnée. Car fuppofant 
n% = % 3 les triangles P mt y n\ C femblables à 
caufe des angles aiterne^Bnternes «CP, mtC. dc 

des angles droits z Sc P , donnent il> 2 : ~c^ 2 : : F/* 2 : 

3 ou en faifant rP = S 3 C z = u 3 S 2 : u 2 : : 

y r : i 1 :: a 2 — x 2 : a 2 — u 2 j donc S 2 : u 2 ;; 

a 1 — a- 2 : a 2 — u 1 ; donc ( en mettant S a à la 

place de a 1 — x 2 (40.) & alternando ) S 2 : S a 

Z ! u 2 : a 2 — ■ u 2 . Ou en divifant les deux terme.s 
de la première rail'on par S Sc les multipliant par x y 
Sa : a 2 :: u 2 : a 2 — u 2 , Sc en compofant , Sa : 
x 1 S A : : u 2 : a 2 , ou alternant , S a : u 2 : : x 1 
Sa: a y mais a 2 = »v 2 — Sa (ce cjui le déduit 

facilement de l’équation ( 40. ) Sa = a 1 x 2 ) • 

donc u 2 = Sx = a a — a 1 , Sc x 2 = a 2 — u 2 . 
Corollaire I. Parce que de l’équation à l’El- 

1 • r ‘i b 2 , ~ ~ x . a 2 y 2 

liple j =~ (« — x ) on peut tirer = a 2 

— a 2 , en multipliant par a 2 Sc divifant par b 2 , il 
eft évident que pour l’ordonnée n% (^) on aura 

— ~ a 2 — u 2 ■=. x 2 , d’où l’on tire b 2 a 2 r= 
Z 2 a 2 , ou bx = z a. 

Corollaire 11. Ayant tiré C Y perpendiculaire- 
ment fur m t y les triangles C^n 3 mC Y, fem- 
blables parce qu’ils ont un angle droit chacun , de 
» t les angles en C & r égaux , puifqu’ils font alternes 

internes , donnent n C : n z : : Cr ( 40. J : 

C Y ; donc C n x C Y = j mais a z = b x ; 
donc Cn x CY= a b ; or en tirant ns parallel® 
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à Cm j on aura le parallélogramme mCns fait 
fur les demi-Diametres conjugués = C n x C Y * 
s= a b j donc le parallélogramme fait fur les demi- 
Diametres conjugués de l’ Elhpje ejl égal au rec- 
tangle des demi-axes ; & par confequent le parallé- 
logramme des deux diamètres conjugues quelconques 
fera toujours égal au reclangle des axes. 

Corollaire III. Si le point \ tombe fur le 
point P , les ordonnées y 8c $ feront égales , 8c les • 
demi-Diametres conjugués Cm j C n étant les hy- 
pothénufes des triangles reûangles égaux C P m 3 
C n £ j feront <§£aux , 8c l’on aura CP = C{ , ou x 
= u j & x* = u l . Subftiruant cette valeur de u 1 dans 
l’équation u 1 = a 1 — x 1 (Théorème précédent) 
l’on a x 1 = a 1 , ou x 1 - 4 - x 1 = a 1 , ou 2 x * 

= a 1 ; d’où l’on tire x 1 = a x - 8c u ; x : : x : 

1 i 

Ainfi prenant CP moyenne proportionnelle entre 
la moitié 8c le quart de l’axe , 8c faifant palier mib 
double ordonnée par le point P , cette ligne déter- 
minera les deux points par lefquels 8c le centre C 
on mènera deux Diamètres conjugués égaux. De 
plus parce qu’il n’y a de chaque côté du centre C , 

qu’un feul point qui donne a : x : : x : - , & que 

chacun de ces points donne les memes Diamètres , 
il eft évident qu’il n’y a dans l’Ellipfe que deux 
diamètres conjugués égaux. 

Au refte fi fur le grand axe de l’Ellipfe on fait 
au centre C un angle mCP de 45 0 , & qu’on 
tire l’ordonnée mP à l’axe , on aura un des 



* Car la furface d'un parallélogramme eft égale au pro- 
duit de fa bafe C n par fa hauteur C Y. 



Digitized by Google 




■ — — .. 

4 8 Cours de Mathématiques. 



Diamètres conjugués égaux de l’Ellipfe. En effet 
fuppofant l’angle m C P de 45 ° , le triangle 
CP/n fera iloceile à caufe de l’angle /72CP = 43°; 
donc U ~n — CM 2 = a ! = ci ,i + Pot 2 = * 2 -+-* 1 
( à caufe de P/72 = C P = x ) ; donc a 1 = zp ; 

donc a 1 = — ; donc a : x : : x : - : dônc , &c. 

1 1 

On trouvera l’autre Diamètre en faifant l’angle 
. 72C P = 45 

Corollaire IV. 11 fuit de-là que l’équation aux 

Diamètres conjugués del’Ellipfe y z ~ ~ ( a 2 — x l ) i 

en faifant Cm = a > Cn — b 3 fe réduit à y* = 
a 1 — x 1 , dans la fuppofition des deux Diamètres 
conjugués égaux j or cette éqqjrion eft la même 
que celle du cercle 3 donc l’on 11e peut être sûr que 
cette équation appartienne au cercle , à moins qu’on 
ne fâche fi les ordonnées font perpendiculaires an 
Diamètre. Dans le cas contraire l’équation eft à 
l’Ellipfe par rapport à fes Diamètres conjugués 
égaux. 

54. Théorème. Dans l’Hyperbole ( fig. il.) le 
parallélogramme des Diamètres conjugués eft égal 
' au reclangle des axes. Car (44. )CK = uK = c J 
& C y . dy = x .y = c 1 ( 44.) = CKxaKj ce qui 
donne C K : C y : : y d : a K 3 donc les triangles 
CtfKj C yd ont les côtés qui comprennent les 
angles K &c y ( égaux à caufe des parallèles aK t 
d y * ) réciproques ; or fi par d &c a j on conçoit 
tirées les perpendiculaires dc r , at fur les bafes 



* Car à caufe du parallélogramme C bax , l'on a K« 
parallèle à C*; or dy eft aufli parallèle à l’Afymptote Qx; 
donc , &c. 

de 
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de ces triangles , les triangles t'y dj fa K auront un 
angle droit en r' 8c t , 8c de plus les angles en y 
& K égaux, ce qui les rend femblables j doncjd.* 
a K : : dt' : at ; donc CK : C y :: dt' : at ; 8c 
C K x a t = C y X dt' ; or C K x a t eft égal au 
triangle C a Y double de a C K (à caufe du fommet 
commun a & de C Y = z C K ( 48 ). De même 
C^ x d t' eft double du triangle Cy d = d C i ; 
donc il eft égal au triangle C d r , double de Cd i, 
à caufe de C i = ir (caries triangles rCf j rdi 

donnent rC : ri y. rs : rd : mais r d— — : donc 

a 1 

r i = C i = dy ) j donc le reétangle C é Y a des 
demi- axes , double du triangle Ca Y , eft égal au 
parallélogramme C hdr fait fous les demt-Dia- 
metres conjugués C A, C d ; donc le re&angle des 
axes eft égal au parallélogramme des Diamètres 
conjugués , ce qu’il talloit démontrer. 

5 5. Définitions. Si par un point r d’une courbe 
quelconque on fait palTer un cercle m l rp dont le 
centre n foit firué fur la ligne rn * perpendiculaire 
à la courbe ( fig. 1 8. j , qui ait en ce point la même 
tangente que la courbe & tel qu’un cercle décrit 
avec un plus grand rayon pafte au deflus , tandis 

3 ue le cercle décrit d’un plus petit rayon pafte am- 
eftous d’un petit arc de la même courbe pris de 
part 8c d'autre du point r, ce cercle s’appelle cercle 
ofculattur y fon rayon eft dit rayon de courbure (parce 
que ce cercle a la même courbure que le petit arc 
de la courbe dont nous venons de parler ) , rayon 
du cercle ofcuiateur , rayon de la développée. 

5 6. Lemme. Le J inus verfe pa — x d’un arc éva- 

* On n’a pas décrie le cercle entier , pour ne pas embrouil- 
ler la figure. 

Tome II. D 
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nouififiant ( ou infiniment petit ) ma j ejl égal au 
quatre de l’ordonnée divifié par le Diamètre (fig.17.) ; 
car Pm l =y i z= p a x pA = x X ( 1 m — x ) j 
en faifant le Diamètre du cercle = 1 m ; donc 

y- y- ^ 

x = — = — . Parce que x étant une quantité 

2 m — x im 1 x 

infiniment petite , on peut , fuppofer zm — x j ou 

A p = A a* 

. 57. Théorème. Dans VEllipfie & l’Hyperbole 

(fig. 18 & 19 .) fiai fiant le Diamètre rg—ig 3 fon 
conjugué AH = îh j le rayon vecteur fir = r , le 
rayon de courbure r n au point r = m 3 la perpen- 
diculaire rq au diamètre AH = q 3 la perpendicu- 
laire fi t abaijfée du foyer fi fur la tangente — t , 
l’ordonnée 1 % , Ix , l u — y *. La ligne r\ {finus 
Verfie de l’arc h ) ~y. Je dis que le rayon de courbure 
h h 

m ejl = —, Les triangles rxr 3 rCq femblables, 
parce que h H eft parallèle à /^ ( 41. ) ordonnée 
au diamètre r g , donnent r x (x) : r% 3 

Lemmc précédent r C ( £ ) : r q (q) , d’où 
l’on tire x.q = - — , multipliant par m Sc divi- 

fan t par x.q il vient m = ' — - j or y 1 : i g.x 

IfT x 1 ( en comptant les abfcilïes depuis l’origine 
du Diamètre , 5 c prenant le ligne — pour l’Ellipfe 
& le ligne pour l’Hyperbole ) ! ! h 1 : g 1 , ou 
en négligeant x 2 ** , y* : îg.x h 1 : g 1 , d’où 



* Ces lignes ne différent entr'clles que d’une quantité 
infiniment petite par rapport à elles ; ainfi on peut les fup- 
pofer égales. 

** Parce que x 1 eft un infiniment petit du fécond ordre , 
qu’on néglige devant x g x infiuimcnt petit du premier ordre. 
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l’otititè y 1 — 1 g - * —, Subftituant cette valeur de y* 

, Ë . v q:" *_ * y h h 

dans la valeur de m & réduifant il vient ot 

■ • * • . ? • ■ • >: 

tlenc, &c. -, ; r : i , f 2 > ■ 

Corollaire I. Puifque h .q , c’eft-à-dire le pa- 
rallélogramme des demi-Diametres conjugués eft 
= û.A dans l’EUipfe & L’Hyperbole , ainü que nouj 

„ . . rr tvi » a.b ' 1\ a 1 , b 1 

1 avons . vu .ci-delius , I On a h = — -.A = — 

• ;; U T’ { ? "*■' 

Subftituant cette valeur dans m = — , l'on -aura 

• .*?•** ... 

171 S= 

* 



Corollaire II. Lés triangles rft , rdq ferrie 
blables , à caufe des angles: droits t 8 cq , & des 
angles alternes internes en d 8 c r, dans l’Ellipfe , 
tandis que dans l’Hyperbole q d r = d"r c ( fon 
alterne interne) — t r f (.3 6.) ) ^donnent rcq (- q ) : 
rd = <2 (49.) :: ft p) :<rf (r) , ou q q 

t : r ; donc q = — , & = : donc en diviî- 

« < - > r ,, r? 

fant a 1 A 1 par cette Valeur de , l’qn aura m nz 

a % . b 1 b l Cr* p ‘ r 1 A 1 - . , ... 

— = — - = - X parce que - eft la moitié 

o» v r* » * ~ * a ■ . u 

du paramétré , ainlï qk’on l’a vu ci-deuus. 

Corollaire III. Puifque h. q — a . b , l’en a q — 

a.b . * a.b ô. t . a A* ' 1 Â* 

— - ; & divilant A . A par — . il vient m = ~=. — - 

: r h q a.b* 

Corollaire IV. Si du centre C d’une Ellipfe 
ou d’une Hyperbole ( %. 11 & 21. ) on abaifle fur 
la tangente r f la perpendiculaire C n , & du point 
r la normale r E , les triangles CnT, ErP rec- 
tangles l’un en P l’autre eq n , ayant de plus les 

D 2 
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angles en E & T égaux ( parce qu’ils font complé- 
mens de l’angle t dans l’Ellipfe , & complémens l’un 
de l’angle Ctn 3 l'autre de l’angle rt E dans l’Hyper- 



bole , Tefquels angles font égaux étant oppofés au 
fommet ) , font femblables $ donc C n *= r q ( â 
caufe des parallèles entre parallèles ) : CT r P = 

C p : r E ; donc r q y. r E — Cpx CT j mais C p 
X CT s= b 1 y puifque * Cp : C b ;; C b ,*CT y donc 

r E = — . Sc q — = — > en faifant la normale 

q * r EM 

rE = M-j & enfin q 3 = 

Corollaire V. Subftituant cette valeur de q 3 

dans la formule m — , l’on a m = — -rrr. 

Corollaire VI. Il fuit du Théorème & des 

Colloraires précédents que m = — = 

A h 3 ' M’ A . 1 . ■ , 

X — = — = ; donc pour im autre rayon de 

courbure N par rapport à un autre point, l’on 
aur.N =— = — = ~ X j-, = — t = — i 

. XT A 1 H 1 A b 1 Ab 1 P r' p 

g Q î J : Q J J. * J i 

RJ h 3 H 1 M’** M ’ 3 A , 

* îî "■ 77 : 7ï " ~ ! — i &en dm ‘ int les 

valeurs correfpondantes de m & N par leur multipli- 
cateur commun entier ou fra&ionnaire , ôn verra que 



*' • v 

* Car l’expreflion — ( 41. } donne y : b b : C T , ou 
Cp s Cb :: C* : cTt. 
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les rayons de courbure font enrr’eux comme les quar- 
rés des demi-axes conjugués correfpondants , divifés 
par les perpendiculaires abaiffés fur ces demi-axes , 

comme , c’eft-à~dire . en raifon inverfe . 






Q 5 



du cube de ces perpendiculaires , comme les cubes 
des rayons ve&eurs divifés par les cubes des per- 
pendiculaires abailTées du foyer , d’où part le rayon 
veéteur fur la tangente , & comme les cubes des 
normales tirées du point de contaét jufqu’à la ren- 
contre de l’axe. 

j 8 . Théorème. Dans la parabole (fig. 20.) 



2« r a. 9 » t 

çn aura m = -- — = — — ( a efl le quart du pa- 
ramétré ). En effet le triangle u r x eft ifocelle à 
caufe des angles en x & « égaux à leurs alternes 
mr x 3 fro ; or ces derniers angles font égaux 
entr’eux (10.); donc le triangle ar* eft ifocelle 
& donne rx = ru. Maintenant les triangles rft * 
r\u étant re&angles en t & £ , & ayant les angles 
en « & r alternes internes font femblables & don- 
nent ru = rx (*) : \r Il fr (r) : ft (r), 

r y* 

d’où l’on tire x . t = — — , ou en multipliant par 

y2 # f 

m Sc divifant par x . t , m = — - — or ( par le n° 17.) 

.y 1 = x . P , & P = ou 4 fois la diftance de 
l’origine du Diamètre à la directrice (i.)> donc m =s 

4 r 1 . * 



z a r 



-■- * ■ = Mais (par le n° 14 ) f t 1 = t 2 = 

Z x. t t r ' J 

faX fT *= fa Y f r ("par le n° ick) , ou t 1 =s 
a.r : donc en multipliant par a . r & divifant 
' “ D 3 
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- t. r* ' ’ i. r a X a . r za . i 3 ' 

par t , Ion aura m = = ; — = — — . 

* * t tx t 1 t i 

, Corollaire I. Donc les rayons de courbure 
dans la parabole font entr’eux comme les quarrés 
des rayons vecteurs divifés par les perpendiculaires 
abailfées du foyer fur les tangentes aux points où 
aboiullfent ces rayons , & comme les cubes de 
ces mêmes rayons divifés par les cubes des per- 
pendiculaires corrrefpondantes. 

- Après avoir parlé des propriétés des Se&ions 
Coniques , par rapport à leurs axes & leurs dia- 
mètres , il nous refte à parler de leur furface , & 
de leur defcription. Quanta la furface de la para; 
bole, nous l’avons déjà trouvée ( zi.). Nous avons 
vu aufli ( j4 ) que celle de l’Ellipfe dépend de la 
quadrature du cercle j mais l’on n’a pu jufqu’ici 
trouver que par approximation celle de l’Hyper- 
bole , en fe fervant même du calcul intégral. Nous 
en parlerons dans la fécondé Partie de cet Ouvrage. 
Paflôns donc à la defcription des Seâions Coni- 
ques , & comme nous favohs déjà décrire la para- 
bole ( î 8. ) , nous allons donner la méthode de 
décrire l’EIlipfe Sc l’Hyperbole. 

59. Problème. Décrire une Ellipfe ( fig. 14.). 
Attachez en / &: F les extrémités d’un fil /mF 
s= Au>/F , Sc faifant tourner le ftile m en 
tenant toujours le fil rendu , on décrira une Ellipfe. 
En effet la femme des. lignes meupes du point m à 
chaque foyer fera par-tout égale à la longueur du 
fil ou au grand axe A a ; donc (1$.) la courbe 
décrire eft une Ellipfe. Si la diliànce des foyers / F 
devient o , c’eft-à-dire fi / tombe fur F , la courbe 
fera un cercle. Pour l’Hyperbole ( fig. 23. ) , atta- 
chez le bout F , d’tfue réglé, m F mobile en F , en- 

l l.A 
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forte qu’elle puiftè tourner autour de F , & en f 
le bout d’un fil f m D , dont l’autre bout foit atta- 
ché à celui de la réglé F m. Si la différence des 
longueurs de la réglé & du fil eft égale à l’axe A/a , 
il eft évident que le ftile m qui tient le fil tendu, & 
fa partie m D collée contre la réglé , décrira par fon 
mouvement l'Hyperbole am ; puifqu’on aura tou- 
jours F m — mj = Aa propriété (23.) de l’Hy- 
perbole. 

On peut aufli décrire l’Ellipfe & l’Hyperbole de . 
cette autre maniéré. Ayant pris ( fig. 14 & 25.) Yd 
égal au premier axe 8c du foyer F comme centre , 
avec les rayons F n , F n , 8cc. pris à difcrétion , 
décrit des arcs mnm 3 & du point / avec un rayon 
f m égal à la ligne correfpondante dn * décrivant 
des arcs qui coupent les premiers en m 3 m 3 les 
points m , m feront dans la courbe. Car F m = 

F d^Ç. dn t * par conftruétion , ou F m + dn = 

^ 772 1 tif m = F d ; or Fd eft égal au premier axe J 
donc , ôcc. 

Remarque. Dans l’Ellipfe le rayon F n ne 

f eut être plus grand que Fa, & dans l’Hyperbole 
on ne peut faire F n < F a 3 autrement les arcs 
décrits des points F , / ne fe rencontreroient pas j 
mais dans la fuppofition de F n = F a , ces arcs 
fe toucheront en a. 

■ 60. Problème général. Décrire les Sections 
Coniques , Parabole , Hyperbole & Ellipfe par une 
même méthode (fig. 16 , 27 & 28.). Sur une ligne 
indéfinie « s élevez la perpendiculaire s b 3 par le 
point a & le point b tirez la ligne abd 3 faites 



* Le ligne fupéricur eft pour l’EUipfc , Ôc l'inffticur pour 
l’Hyperbole. • ’» 

D-4 
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sj = sb j & ayant mené tant de droites pd , pd 

3 ue l’on voudra perpendiculairement à l’axe s p ; 

u point / j comme centre , avec un rayon égal à 
pd, décrivez un petit arc qui coupe cette pd en m, 
le point m fera à une feélion conique. En effet (î par 
le point a on mene a g perpendiculaire à as (que 
nous appellerons la Directrice), à caufe du triangle 
as b ifocelle dans la figure 1 6 , l’on aura chaque pd 
égale à fa correfpondante f m — p a — mgÿ donc 
dans ce cas la courbe eft une parabole ( i. ). Si a s 
eft plus grande cjue s b 3 l’on aura l’Ellipfe. Car fi 
par le point / 1 on tire la ligne / h , faifant un 
angle de 45 0 avec s S , & que du point h où cette 
ligne rencontre la ligne a b , on tire la ligne h SB 
( fig. 17. ) , le point S appartiendra à la courbe. E11 
effet /S= SA à caufe du triangle ifocelle AS/. 
De plus il eft vifible qu’en prenant SA = S a , & 
S B = s b , & tirant la ligne A B D , les p D 
croiiTènt autant en s’éloignant de S , que les p d 
en s’éloignant de s ; de maniéré que deux p D , 
pd y dont l’une eft autant éloignée de S, que 
l’autre l’eft de s font égales , & leur fomme eft 
une quantité confiante ; or A S *+- B S = /S -+- 
s b — fS f s — s S ; donc / m F m ( en fup- 
jjofant FS — f s ) , — p nd -J- p MD — sS* , c’eft- 
à-dire la fomme des diftances d’un point m aux 
foyers de la courbe eft égale au premier axe s S ; 
donc ( 13.) la courbe décrite eft une Ellipfe. Si 
a s eft plus petite que s b (fig. 2 S.) , en tirant fh 
de maniéré que l’angle s f h foit de 45 0 , on verra 
aifément que A S = / S , & que le point S appar- 



* Ce <]Hi eft vifible en prenant S A : 
directrice. 



sa 6c x A pour 
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rient à la courbe décrite. Faifant FS^=/j,AS = 
ai, SB = ii, & tirant la ligne indéfinie A B , 
on prouvera facilement que chaque F n étant prif» 
égale à p D , tandis que chaque ) n correfpondante 
eft égale à chaque pd correlpondante , on a tou- 
jours p d — p D = D d zz f n — F « ; or lorfqu® 
le point a tombe en S , l’on a/«— FS = FS-* 
f s =. Ss ; c’eft-à-dire que la courbe S/ï-eft telle 
que la différence des diftances de chacun de l'es r 

points aux foyers /F eft égale à l’axe s S ; donc 
cette courbe eft une Hyperbole ; or la courbe j m 
eft évidemment égale à la courbe S n ; donc ces 
deux courbes font deux Hyperboles conjuguées , 
c’eft-à-dire que la courbe décrite eft compolée de 
quatre branches qui font cenfées ne faire qu’une 
leule & même courbe. 

Remarque I. A caufe de l’angle hfS = 45 0 =s 
bap 3 l’on a hf parallèle à a b (fig. 16. ) j donc 
ces deux lignes ne fe rencontreront jamais ; ainfi 
le point A & le point S correfpondants difparoifTent; 
donc le point S n’exifte point ; c’eft-à-dire que l’axe 
de la parabole n’eft point fini j donc cet axe eft infini. 

Remarque II. Si sa étoit infiniment plus 
grande que s b = s f , les f m feroient cenfées 
égales par rapport à s a , ainfi tous les rayons vec- 
teurs feroient égaux , & la courbe ferait un cercle. 

En effet c’eft le rapport de s b i s a , ou (à caufe 
des triangles femblables a s b , a p d ) de p d ï 
p a ou mg qui détermine la nature de la courbe, 
de maniéré que les / m font dans le rapport des 
m g ; or les m g font cenfées égales dans le cas 
de s a = 00 j donc alors les p d ou f m font 
égales , ce qui arrive dans le cercle où les rayons 
font égaux. 
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Corollaire I. Donc une courbe dans laquelle 
les diftances de chacun de fes points m au foyer / 
& à la directrice a g font en ïiifon confiante , eft 
une SeCtion Conique ; & cetre SeCtion conique eft 
Parabole , Ellipfe , Hyperbole ou Cercle félon que 
mg eft par rapport à m/, égale , plus grande, 
plus petite ou infinie. 

Corollaire II. Etant donnée la directrice , un 
point, ni avec le foyer / (fig. i8. ) , il fera aifé de 
décrire la courbe \ car tirant les perpendiculaires 
m g , m g. & les rayons veCteurs fm , / m , & di- 
vilant af en deux parties telles qu’on ait mg: 
f m : : s a : s /= s b , c’eft-à-dire divifanr fa ta 
parties proportionnelles aux lignes m g , 'fm , & 
prenant s f pour le quatrième terme de la pro- 
portion , on aura le fommet s de la courbe. Si l’on 
mene s b perpendiculaire fur a s , & égale 
qu’on tire l’indéfinie a b , on pourra enfuite dé- 
crire la courbe comme nous venons de le dire dans 
le Problème précédent ; de maniéré que route la 
difficulté conufte à trouver le point s. Soit le rap- 
port de f m à fa correfpondante m g égal à celui de 
a : b , la ligne connue a f = c , la partie s f = x ; 
donc s a — c — x. Mais parce que f m : mg II 
a : b II fs = s b : sa , l’on a la proportion a : 
b-\ ; x : c — - x j ou ( componendo ) a -4- b : a\\ 
x c — x — c : x. Prenant donc une quatrième 
proportionnelle aux lignes connues a b , a , c 
l’on aura x = f s , & par conféquent a s Sc le 
point s cherché. 

61. Problème. Etant donné le foyer f & trois 
points m 3 m' 3 m" d'une Section Conique , décrire 
la courbe (fig. 19.). Ayant tiré les cordes mm' y 
m! m!' ; cherchons deux points de la directrice agx * 
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Pour cela foie mg = x, mm' — d 3 faifons fm : 
f ni il a : b II mg : m' g l l x : d — f- x j donc 
( dividende) ) b — a : a’.', d x — — x = d : x. 
Prenant donc m g quatrième proportionnelle aux 
lignes b — a , a, a on aura un des points de la 
directrice. Maintenant fuppofant m' x — y St m 1 m 1 
= g , en faifant / m 1 : f m" Il b : c ::y : m" x = 
y -H g 3 l’on aura ( fubtràhendo ) c — b : b II y — H 
g — y =g : y. Prenant donc fur m" ni prolongée 
m! x quatrième proportionnelle à c — b 3 b <k g 3 
l’on aura un autre point x de la directrice. Tirant 
par les points g & x l’indéfinie a x , 1 on aura la 
directrice. Du foyer f on abaillera la perpendicu- 
laire fa fur la directrice. Cela pcfé on connoirra 
le foyer , la directrice Se un point m de la courbe, 
puifqu’on en a trois par la fuppoficion ; donc par le 
Corollaire II du Problème précédent il fera aife de 
décrire la courbe , qui fera une SeCtion Conique. 
En effet ayant mené les lignes mp , ni p 1 J m" p" 
perpendiculaires fur a g * à caufe des triangles rec- 
tangles femblables g.m p , g ni p' 3 l’on a gm : g m , 
ou fm : f ni II pm : p ni . On prouvera de même 
par les triangles x m' pi, x m" p 1 que f ni : fm"l\ 
p' ni : p' 1 ni' , c’eft-à-dire que les cliftances de cha- 
cun des points de la courbe au foyer & à la direc- 
trice eft toujours dans un rapport confiant; donc 
( Corollaire I du Problème précédent ) la courbe 
eft une feCtion Conique *. 

61. Nous allons faire voir maintenant que les 
courbes que nous avons appellées Parabole , El'tpfe 
5c Hyperbole naiffent de la feCtion d’un cbne B a c 
par un plan i E m ( fig. 30, j i 5 c 3 a.)- Pour- le dc- 

* Ce Problème eft utile dans l' Afttonomic pour détenu incr 
les orbites des Comctes. 
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montrer fuppofons un autre plan K il m parallèle 
au cercle Bc de la bafe du cône , rencontrant la 
première fe&ion en ihm. Concevons un troifieme 
plan B a c qui coupe les deux premiers en K / , Sc 
h E. Maintenant prolongeant Eh jufqu’à la ren- 
contre d de a B prolongée s’il le faut , & ayant 
mené E / Sc d g parallèles à K /,, & dans le plan 
du triangle B ac > faifons E/= c , dg = b , E d 
■*= a a , E h = x Sc h i =_y , à caufe des triangles 
femblables E h l , E d g , l’on z Ed {t a) : d g 

b x 

[b ) : : E h ( x ) : hl = — . De même à caufe des 

a « 

triangles femblables dEf , dh K on a d E f ta): 
fE(c)::dh(ia — x) (fig. 30. ) , ou (ia- 4 -x) 



(fig. 31.) : h k — — — — — • Enfin la fe&ion 
0 ta 

K i lm parallèle à la bafe du cône , étant évidem- 
ment un cercle , on aura ( propriété du cercle ) h K 

,, — , j . . bx i ac~cx 

X A/ = h i * = y* ( 1 2.) : donc — X 

ta ta 

= ~~~ H- *= y*\ niais fi E d eft parallèle 

à /K ( fig. 31. ) on aura AK = / E = c , Sc alors 

b ex 

hk x hl s= TP devient = p x = y* , en fai- 

1 4 ‘ 

fant ^ = p j équation à la parabole ( 3. ). Dans 
cette même fuppofition de — e= p , l’équation 

b c x i c ** . /> x* 

1 — = y 1 , devient y = p x 

ta 4 a* ^ ^ 1 1 4 



* i A commune fcâion des plans K m l , a m E perpendicu- 
laires au plan B 4 e , cft perpendiculaire au plan Bue, aulïi- 
bicn qua K l. ; 
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Cette équation eft à l’Ellipfe fi Ton prend le figné 
— , & à l’Hyperbole en prenant le ligne -+- i 
donc , &c. * 

i ê 1 O'” 

Remarque I. En fuppofant p = ** & fubf- 

tituant cette valeur dans l’équation y 1 =* p x 
P ~ , il viendra y* = — X ( + , équa- 

tion à l’Ellipfe en prenant le figne — , 8c i l’Hy- 
perbole en prenant le ligne On voit donc pour- 
quoi les courbes , dont nous venons de parler , font 
appellées Serions Coniques -, mais parce que ft le 
plan coupant pafle par le fommet a du cône , la 
feftion eft évidemment un triangle 8c un cerc'e 
lorfque le plan coupant eft parallèle à. la bafe du 
cône : il s’enfuit qu’il n’y a en tout que cinq 
Seétions Coniques , defquelles nous avons déjà 
parlé fous le nom de Triangle , Cercle, Ellipfe, 
Hyperbole 8c Parabole. 

Remarque II. La ligne E d devient évidem- 
ment d’autant plus grande qu’elle approche plus 
d’être parallèle au côté B a du cône , & elle eft 
cenfée infiniment grande lorfqu’elle eft enfin de- 
venue parallèle à Bû, & le point d eft alors cenfé 
à une aiftance infinie de l’origne E de la courbe 
( fig. j z. ). On peut donc confidérer la Parabole 

* Sous le nom d’Ellipfc nous comprenons le cercle , qui 
n’cft qu’une Ellipfe , dont les foyers fe réunifient an centre. 

n x Z 

Et fi dans l’équation^ 1 — px — — - , on fuppofc/? — 

a a , l’on aura y 1 = î a x — x 1 équation au cercle , nous 
fuppofons les ordonnées perpendiculaires aux abfcilTes. 

** b peut ici avoir une valeur différente de ccile qu’il a dans 
b e i ■ 
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comme 411e Ellipfe , dont l’axe eft infiniment grand. 

En effet fi- dans -l’éqaaçion-.y^tr px -j , qui eft 

l’équation génétaliflime pat rapport au paramétré , on 
fait z <7 = 00 , 1 a quantité — - devient infiniment pe- 
tite , 8 c l’on a dans ce cas l’équation y 1 = p x. 
Si l’on fait-/? = 2 <î ,~ce qui arrive dans le 
Cercle , dans l’Ellipfe par rapport aux Diamètres 
conjugués égaux , 8 c dans l’Hyperbole équilatere , 
l’on aura j 2 s= z a. x -(- x 2 , équation au Cercle , 
ou«ux Diamètres conjugués égaux de l’Ellipfe » en 
prenant le ligne — , 8 c à- l’Hyperbole équilatere 
en prenant le figne -H- Si l’on compte les abfciiîes 
du centre , certe équation devient y 1 = à 1 x 1 . 
Si l’on fait z a : 1 b " z b : p , l’on aura z a : pl ; 

- p b 1 

4 a 1 : 4 b % ' ! à* : b 1 8 c — — — i & enfin p = 

i b ' 

— . Subftituant cette valeur dans l’équation génc* 

raliflime au paramétré , on trouve y 1 = - — x 

b* b* 

P- — x 2 , ou y 2 = ~ X (z a x -j- x r ) , & en fup- 

pofant h — a , l’on a y 1 = z a x -^P x 1 , équation 

au Cercle 8 c 4 l’Hyperbole équilatere ; 8 c en fup- 

pofant les ordonnées obliques , cette équation ap-r 

partient.aux Diamètres conjugués égaux de i’El- 

lipfe en prenant le figne — . On voir par -11 que 
* _ 

l’équation y 1 — px — — peut repréfenrer les 

équations de toutes les Serions Coniques , en y 
jcomprenant meme le cercle. 11 eft évident encore 
que le quatre d’une ordonnée eft , par rapporc aa 
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produit de l’abfcifte St du paramétré , égal dans 
la Parabole , moindre dans l’Ellipfe Sc plus grand 
dans l’Hyperbole. C’eft de-la que tes courbes ont 
tire leurs noms *. 

Remarque III. Nous avons vu que lorfque la 
feétion E d coupe les deux côtés du cône Bac 
( iig. jo.) dans le cône meme , la feétion E idm eft 
une Ellipfe ; mais lî l’angle E da eft == B ca = 
K la ( dans ce cas la leclion eft appellée Jub- 
contraire ), les triangles E hl 3 dKh ayant les an- 
gles en l St d égaux , & les angles en h aulli 
égaux (parce qu’ils font oppofés au fommet ) fe- 
ront femblables \ donc Eh : l h : : K h : dh ; donc 
E h x d h = h L X K h = Yi ( par la propriété 
du cercle ) \ donc Eh x d h = AV. C’eft-à-dire 
que le quarre de l’ordonnée eft égal au produit des 
abfciftes dh , h E. Ce qui cara&érife le cercle, lorf- 
que les ordonnées font perpendiculaires aux abf- 
ciflës , comme cela arrive ici. 

6 j. ThÉORsme. Si l'on coupe un cylindre amnb 
par un plan k l oblique au côté m a , la Jeftion fera une 
Ellipfe ( fig. }j.) **. Suppofons le cylindre coupé par un 
pian krh qui ne foit m parallèle à la bafe a b , ni au 
côté ma ( car dans ce dernier cas il cfl vifible que les 
feétions ne peuveuc être que des lignes droites ). Que la 
commune fc&ion de ce plan avec le plan de la bafe a b 
foit défignée par la ligne l P qui coupe à angles droits le 
_ Diamètre a b prolongé s’il le faut. Suppofons de plus le 
plan q rp parallèle aux bafes du cylindre, & encore que 
m a b n foit perpendiculaire aux plans kr h , q rp. La ligne r ç 
commune interfeélion des deux plans krh , g rp fera per- 
pendiculaire au plan mua b (Géo. 8i.), & par confé- 



* Parabole lignifie égalité, F.llipfe défaut, Hyperbole excès. 

** Sous le nom d'F.llipfe nous comprenons le cercle, qui n’eft 
qu’une Ellipfe , donc les a xts font égaux. 
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quent a la ligne q p menée dans ce plan par le point 
Ayant divifé hk en deux également en g , l'oit g h — a, 
= x , { r =y , Ion aura À { = a -+- x , k^z=a 
— jc. Faifons de plus qp = x b. Les triangles kçq , 
p l h femblables ( a caul'e tju'tls ont les angles en ç op- 
pot’és au fntuinct , & les angles en k fit h alternes in- 
teines ) donnent k[ : qr :: ; çp ( componendo )> 

* t *+■ : ? î -t ~ i P k l’ ?v, ou • it> :: a — 

x : q De même on a h ^ { p : : k r : q ^ ou ( com- 

ponendo) u : î b :: a x : { p . Mulciphanc ces deux 
proportions l’on a 4 a 1 : 4 b* , ou a 2 : b 1 :: a 1 — x 7 : 
q{X p (/• {)* =y 2 (par la propriété du demi-cercle 

qr p ) ; donc y 1 — JT* ( *** — ** ) » équation à ut.c 

Ellipfe, dont le demi-grand axe ==a. Je le demi-petit 
axe = b. Si k h devient = q p , c'eft a-dire li la fedlion 
devient parallèle à la bafe a b , alors b=a Si léqua- 
tion devient y 1 = a 1 — x 7 équacion au cercle. 

64. DtriNiTiON. Si une Seétion Conique g da ( fig. 54. ) 
tourne fur fon axe, elle engendrera un conoide agnm, 
qui prendra le nom de conoide parabolique , elliptique 
ou hyperbolique , félon que la feétion fera une Parabole , 
une Ellipfe ou une Hyperbole. 

• 6 j. ThéorÊmi. Si Ion coupe un conoide ngm fuppofê pa- 
rabolique par un plan r q parallèle à fon axe , la jeüion fera 
une Parabole. Soit fait g h = c , le rayon a h du cercle 
décrit par le point a * =r, & celui du cercle décrit par 
le point d= R. Soit lh = h, la variable rp, — 
p ** , qh = p l = r 8 = x , les ordonnées au cercle , 
dont d l eft le rayon , égales à y. Par la nature de la 
parabole l’on jt_( 4 .) g h (c): Th 1 (r 7 ):: g l ( c — h ) : 
Ti 1 : : g B : fü* ^ &c parce que la différence des antécé- 
dents eft à celle des conféquents , comme un antécédent 
cft à fon conféquent , on aura c : r 7 :: g l — g B = rp 
= { : (Tî* — TB*) =5? R 1 — ** = y 1 ( par la pro- 



* Il faut concevoir le plan de la figure g rd* perpendiculaire au 
plan de la planche. 

** On peuc prendre rp, plui ou moins grande ; donc x n’eft pa« 
confiante. 

prieté 



/ 
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pricté du cercle * ) , d’od l'on tire r a ç c x y 2 , ou 
r* 

— - X p =y ' , ou y 2 = p[ , en faifanc c : r : : r : p ; 

or cette équation eft à une parabole dont le paramétré x. =p t 
J’abfciflê ^ & l’oi donnée y ; donc la feélion rq faite parai-' 
Iclemcnt à l'axe eft une parabole. 

66. T h à o R î m £. Si la courbe génératrice g J a tfl un 
quart d' Ellipfe , je dis que la Jeélton r q faite parallèlement 
à l'axe fera portion d une Ellipfe , dont les axes feront en 
même raifon que ceux de la courbe génératrice. Par la na- 
ture de l'EUipl'e l'on a ( g b) 1 ou c 1 ( c’eft le quarré du 
de mi-g rand axe);; a A)* ( r* ) : : ( g h )* — ( hl}x=t Tï~c 
X c - h ( c’eft le produit des abfci/Tcs , ce qu’on verroie 
aifément en prolongeant g h jufqua l'autre Ibmtnet de 
l’Ellipfe j car l’autte moitié du grand axe eft = c ) ; 
(dl)' (K 2 ):-. (gh)'— (BA)’ = (c 2 -? 2 ) : (B,)’, 
ou x 2 ; & en divifant , c' : r' : : f 2 — A 4 : R 1 — x * 
r » v 

t=y' ; donc y' = — x*( ï 1 — h*), équation à une El- 

Jipfe dont le demi-axe rq feroit = 1’abfci/Te a= A , &c 
dont le demi-grand axe eft au demi-petit axe comme c 1 : r*. 
Faifant donc c 2 ; r 2 :: ç' = (rq) 1 : b 2 , on aura b 2 =c 

— r~ » & & — — , c’eft-à-dirc qu’on trouvera le demi- 

petit axe de cette Ellipfe , cfi prenant une quatrième pro- 
portionnelle aux lignes g A, A a , r q. Cette proportion 
eft utile pour calculer le volume d'eau que doit déplacer 
un vailîeau lorfqu'on augmente fa charge. 

6y. T h É o r I m e. La feüion r q fera une Hyperbole % 
fl le Conuide tfl hyperbolique. Car Coït g fie demi-premier 
axe de l’Hyperbole génératrice = a , le fécond demi-axe 
fb — b. Soit rp — ç, qui devient rq lorfque d l Ce con- 
fond avec ah , fh = c , /B = d. Par la propriété de 
l’Hyperbole , a' : b 1 : : c 1 — a 2 : r 2 i: c 1 — xch -p 
h' — a 2 : R* : ; c 1 — xch -J- A* — - icç -p iAç-f- 



. *. rl ~ -* 1 = r + x.r—x - ln + Ip . I n — Ip =s (d l +1 p) . 
( d l - l f> ) a y 1 , en concevant une ordonnée y au Dlantetre du qui 
rencontre ce Diaraetre en p . 2 



Tome IL 



E 



Digitired by Google 




66 Cours de Mathématiques. 

ç* — a 1 : x 1 , & en divifant , a 1 : b* : : z c ç — ih i — 
£»: R 1 — x* (>'*)> or 1 c — zh = zf h — i / A = 
î // donc i c £ — i h{ = x fl X Sc z c ç — iAr 
“{ ! = l-/ / -î) x i= ( if l — Bi) X {=: 
(i/B + Bi)X i = ( tf B -f- ï ) X î ( à caufc de 
B l — rp — ^) = {xd -j- i) X { — id{ j donc 

O 1 : b 1 : : i + î î : > & /= ^ x ( l ^{+{ ! ) .équa- 

tion à une Hyperbole , donc i’abfcilTe comptée depuis le 
fommet cil = { , le premier aie = z d , & le rapport du 
quarré du demi-premier axe a celui du demi-fecoud axe (que 
j’appellerai = £) égal au rapport du quarré du demi-premier 
axe , au quarré du demi-fccond axe de l’Hyperbole généra- 
trice. Donc on aura a 1 : b 1 : : d 1 : g 1 = — r— ; donc e = 

a 

j donc on aura a : b : : d : — C’cft-à-dire qu’on 

trouvera le fécond demi - axe £ en prenant une quatrième 
proportionnelle aux ligues a , b , d. 

Remarque. Nous verrons dans la fuite que routes 
les Paraboles font des courbes femblablcs , que les Ellipfes 
dont les axes font proportionnels font auifi des courbes 
femblablcs , & qu’.l en eil de meme des Hyperboles ; donc 
en coupant un Conoïde parabolique , elliptique , ou hy- 
perbolique , engendré par la révolution de fa courbe au- 
tour de fon premier axe , il en réfultcra une courbe fem- 
blable à la courbe génératrice. 

6S. Problème. Cuber un Conoïde parabolique 
m a g ( fig. j 5 . ) j formé par la révolution de la 
parabole autour de fon axe. Si l’on fait attention 
que dans la révolution de la courbe autour de ab 3 
chaque ordonnée p n décrit un cercle , on verra 
aifément que les éléments du paraboloïde font des 
cercles , qui depuis le fommet a vont en croiflànt 
comme les quarrés des ordonnées ÿ c’eft-à-dire 
comme les abfcilTes a p , a p , &c. En fuppofanc 
ces abfcitîès en progreflion arithmétique -J-o. i. 
i. $ &c. ( l’on fuppofe la première infiniment 
petite , ou s=s o , ou = — par rapport à la der- 
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niere ) , les quarrés des ordonnées feront comme 
les termes de cette progrellion , & le folide cherché 

fera = — Car par la propriété de la progref- 

fion , en fuppofant = A le dernier cercle , ou le 
cercle de la bafe , & = b la hauteur du conoïde 
( b repréfente le nombre des termes de la progref- 
fion -é- o. 1. 1. j. 4. 5. ... A ) , la fomme des 
ternies, ou le folide cherché fera (o-(-A;) .i 
A b 

= — - -, puifque la fomme d’une progrq/Gon arith- 
métique eft égale au produit des extrêmes par la moi- 
tié du nombre des termes. Mais b. A reprcfence un 
cylindre de même bafe A & de même hauteur b que 
le conoïde \ donc un conoïde parabolique formé 
par la révolution de la parabole autour de fon axe, 
eft la moitié d’un cylindre de même bafe & de 
même hauteur. 

69. Problème. Trouver la folidite' de l’Ellïp- 
foide j ou cuber TEUipfoïde ( fig. 6 . ). Si l’on 
conçoit qu’un cercle décrit fur le grand axe d’une 
Ellipfe tourne autour de cet axe a A , aufll-bien 
que l’EUipfe , les ordonnées du cercle décriront des 
cercles qui feront aux cercles décrits par les or- 
données correfpondantes de I’Ellipfe , comme les 
quarrés des ordonnées du cercle aux quarrés des 
ordonnées de l’Ellipfe ( car les cercles font comme 
les quarrés de leurs payons ) , c’eft-à-dire comme le 
quarré du demi-grand axe au quarré du demi-petit 
axe ( voyez le n° $4. ). D’ailletrrs le nombre des cer- 
cles (qu’il faut concevoir d’une épailîeur infiniment 
petite) qui forment la fphere engendrée par la révo- 
lution du cercle, eft égal au nombre des cercles ou 
cléments de i’Ellipfoïde j donc la fphere décrite 
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par le cercle dont le diamètre eft égal au grand 
axe de l’Elüpfe , eft à l’Ellipfoïde comme le c]uarré 
du demi-grand axe au quarré du demi-jaetit axe. 
Mais fi l'on conçoit deux cylindres de meme hau- 
teur , dont l’un ait pour rayon de fa bafe le demi- 
grand axe , l’autre le demi- petit axe , ces deux 
cylindres feront entre eux comme leurs bafes , ou 
comme les quarrés des rayons de leurs bafes , c’eft- 
i-dire comme le quarré du demi-grand axe de l’El- 
lipfe au quarré du demi-petit axe ; donc la fphere 
eft à l’Ellipfoide , comme le cylindre circonfcnt à la 
fphere j au cylindre circonfirit à l'Elli pfoïde , ou 
( alternando ) la fphere eft au cylindre qui lui eft 
circonfcnt , comme l’Elüpfoïde eft au cylindre qui 
lui eft aufll circonfirit j or la fphere eft les f du 
premier cylindre ; donc l’Ellipfoïde eft les ~ du 
lecond ; donc l’Ellipfoïde vaut les , d’un cylindre , 
dont la hauteur eft égale au grand axe , & dont le 
rayon de la bafe eft égal au petit demi -axe de 
i’Ellipfe génératrice. On démontrera par un raifon- 
nement lemblable que l’Ellipfoïde , engendré par 
la révolution de l’Ellipfe autour du petit axe , eft 
les ~ d’un cylindre dont la hauteur eft égale au 
petit axe , & dont le diamètre de la bafe eft égal 
au grand axe. 

De quelques propriétés de P Hyperbole , & d’une belle 
propriété de la Parabole , de l’Ellipfe & de l’Hy- 
perbole y dont nous n dvons+point encore parié . 

70. Définition. Si l’on prolonge les ordonnées 
dy à l’afymptote d’une Hyperbole parallèles à l’autre 
afymptote (hg. 5 6 .) jufqu’à ce quej' h — y d, & qu’on 
falïè la même choie fur les autres trois branches des 
deux Hyperboles, oppofées, fi par tous ces points 
on fait palier des courbes h bp , 0 £ h' , 011 auu 
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deux Hyperboles qui feront conjuguées aux deux 
premières ai, AD &/éciproquement, & dont les 
axes feront les mêmes , avec cette différence que le 
fécond axe des premières fera le premier , & le pre- 
mier des premières Hyperboles fera le fécond axe des 
Hyperboles conjuguées. Pour prouver que ces cour- 
bes font des Hyperboles , on remarquera que dy = 
hy y Sc parce que C y Xdy = CK 1 — c 1 (44.; , on 
aura de même C y X y h = x.y — c \ 

Corollaire. Donc y — — , pour l’une Sc Pau- 

rre branche ad Sc bh y c’tft-à-dire que les ordonnées 
aux branches correfpondantes des Hyperboles conju- 
guées font en railon inverle de leurs abfciffes. Fai- 

faut x = 00 , on aura y — — - = o , c’eft-à dire que 

l’afymptote Cy eftcenfée tangente des branches a dy 
b h à une diftance infinie , Sc C y eft une afymptote 
commune aux deux branches. En un mot les afymp- 
totes des premières Hyperboles fontauffi afymptotes 
des conjuguées. 

Puifque le parallélogramme bax C donne b a ^ pa- 
rallèle à l’afymptote Ci, & par conféquqnt à l’or- 
donnée dy =z y h y Sc que aK = b K (44.), le point 
b appartient à l’Hyperbole h b Sc en eft le fommet. 
De plus à caufe qu’on trouve les afymptotes d’une 
Hyperbole en tirant des hgnes par le centre C Sc les 
extrémités x,y d’une perpendiculaire au premier axe, 
égale au fécond axe Sc divifée en deux également pat 
le fommet de l’Hyperbolç , il eft évident que b y 
eft le fécond demi-axe , Sc C b le premier demi-axo 
de l’Hyperbole h b y. 

71. Théorème. Si par C extrémité h de /’ ordon- 
née y h à ï afymptote de l' Hyperbole conjuguée hbp , 

M' 
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en tire la ligne h C h' par le centre C jufqu’à la ren- 
contre de l'autre Hyperbole conjuguée j je dis que h h 1 
fera le Diamètre conjugué du Diamètre d D , qui 
pajje par le point d correfpondant au point h. Car 
pour avoir le Diamètre conjugué à dD , il faut tirer 
par le centre C , parallèlement à la tangente au point 
d 3 la ligne hh 1 , terminée en k 8c h 1 par les lignes dhj, 
d h! parallèles aux afymptotes ; or cette conftruétion 
donne Ch=zdrj8cCh=:ds=:drjà. caufe des Pa- 
rallélogrammes ChdrjC h! d s ; mais en faifant y k 
=ay d , on a. h d =. Cr : ( car à caufe des triangles 
femblables sr C j s dy 3 C r = i dy — dh)\ donc 
C rhd eft un parallélogramme , 8c AC eft = dr > 
propriété du Diamètre conjugué. 

Corollaire. Il fuit de-là que les Hyperboles con- 
juguées partent par les extrémités de tous les Dia- 
mètres conjugués des premières Hyperboles 8c réci- 
proquement. 

Remarque. L’équation des premières Hyper- 

b 1 

boles rapportées à l’axe a A eftj 1 = — X (**— à 1 ) y 

mais l’axe a A étant le fécond axe des Hyperboles 
conjuguées , leur équation , par rapport à cet axe , 

fera Y 1 = — x ( a 1 -+- x' x' ) en faifant l’abfciflè 

U 

prife fur cet axe z= x' 8c fon ordonnée Y , équation 
qui différé totalement de la première ; donc les 
Hyperboles conjuguées ne font pas une feule 8c 
même courbe avec les premières. 

71. Corollaire. Il fuit de cette Remarque que 
fî l’on prend deux ordonnées au premier axe dans 
l’Hyperbole ad, nous les appellerons y, Y , 8c 
deux ordonnées . au même axe a A dans l’Hyper- 
bole b h , nous les appellerons p , P, on aura 
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v 1 ss *4 C ** — a 1 ) , Y* = - ( x' x' - a 1 ) , p l = 

» 2 

— ( a 1 -p- ) , P 1 = — ü' a'j.ïn faifaht pour 

abréger, ~ , x* — a 2 ~ s t x' x' — a a — S , a a 

a 1 t= ^ , a a -4- a' u' = Q ( u &c u' défignent 
les abfcilïès de l’Hyperbole b h) , l’on aura y 1 : 
</ j : : Y 2 : d S : : f : d q : : P 1 : d Q (car les 
termes de chacune de ces raifons font égaux entre 
eux ). Divifant les conféquents de ces proportions 
par d , il vient y ï : s : : Y 1 : S : p 1 : q : P 1 : Q ; 
donc y* : s '.'.p 1 : q , ou ( en remettant les valeurs de 
s &c de <j , &c alccrnando) y 1 : /?* 1 1 x 1 — a 1 : a* -f- u~. 
C’eft-à-dire que les quarrés des deux ordonnées, dont 
l’une appartient à une des premières Hyperboles , 
&c l’autre à l’Hyperbole conjuguée correfpondante , 
font entr’eux comme le produit des abfciiTes du 
premier Diamètre à la Tomme du quarté de ce 
premier Diamètre , & du quarré de l’abfcilTe com- 
prife entre le centre & la rencontre de l’ordonnée 
abaiffée d’un point quelconque de l’Hyperbole con- 
juguée fur ce même Diamètre. 

75. Théorème. Si des extrémités d & A' de 
deux Diamètres conjugués on mene les lignes h! N, 
d P ordonnées au premier axe a A des pTemieres 
Hyperboles , le quarré de CN/a) compris entre le 
centre C. & la rencontre de l’ordonnée h! N elt égal, 
au produit x 1 — a 1 des abfciffes de l’ aut re ordonnée 
</P. Car par le Corollaire précédent d r 1 : h'N 1 * l : 





* II faut fe rappellcr que le point H appartient à une 
des Hyperboles conjuguées , étant l’extrémité d'un Diamètre 
conjugué , par rapport à l’une des premières Hyperboles. 

■< E 4 
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x 2 — a 2 : a 2 u 1 \ or à caufe des triangles fem- 
blables T dP , C A' N * , l’on a p d 2 1 Fn 2 : : tp 1 : 



x^“ a * 

CN 2 J donc x 2 — a 2 : a 2 u 1 '. : TP 1 : CN l I : : 

x 2 

U 2 i ainfi u 1 X ( ** — a 2 ) = ( a 2 -t- u 2 ). 
(x 1 — «*).(** — a 1 ) _ . . , 

• — . Divilant par x 2 ~-a 2 8 c mul- 

tipliant par x 2 , l*on a a 1 a: 1 = ( a 2 u 2 ) . ( x 1 — a 1 ) 
— a 2 x 2 — a 4 H- a 1 x 2 — a 2 u 2 . Effaçant u 2 x 2 de 
part Sc d’autre Sc tranfpofanr l’on a a 2 u 2 = x 2 a 2 — 
a 4 j & en divifant par a 1 on a enfin u 2 = x 2 — a 2 . 
Corollaire. Donc x 2 = a 2 a 2 . 

74. T H É o r Ê M e. Dans l'EUipfe ( fig. 1 <?. ) la 
fomme des quarrés de deux demi- Diamètres conju- 
gués quelconques C m > C n eft confiante & égale à la 
fomme des quarrés des demi-axes. Car par la pro- 
priété de,l’Elfipfe , a 2 : b 2 : : A ç X a\ : ^ 2 j or 
(parlen°5$.) X ? a = cl? 2 = x 2 i donc a 2 ; b 2 :: 

, X 2 . . 

x 2 : £ n 2 s sb — — « Mais les triangles C Paz , C n% 

reétangles en P Sc 1 donnent Cm 2 = ef? 2 -+- Fm’" 

_ x *» b 2 / 

= -v 2 -H b ^ parce que p m = b 2 — 

-7— > & C « 2 = c ï* 2 = a 2 -—X 2 -f- 



** A 2 



-^7- ( parce que C * 2 ( 5 3.) = a 2 — x 2 ) \ donc Cm* 
C n 2 ~ b 2 — p- a 2 . 



* Parce que les angles P & N font droits , & les angles 
en T & C alternes externes. 

p 

** Car (ij.) l'équation fi = -j- x (aa — *) 2 donne 
y 2 — *' *JL * ■- . 
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7 j. Théorème. Dans C Hyperbole ( fig. 37 . ) la dif- 
férence des c/uarrés des deux demi-Diameires conjugués quel- 
conques C d , C h' efl confiante & égale à la différence des 
quarris des demi-axes. En effet l’équation des Hyperboles 

b 1 

conjuguées , rapportées à l'axe a A , eft Y 1 = — X 

4 

b % 

(a 1 -j- b* ) = — ** (parce que (7/.') a 1 -+- u*=x t )i 
b 1 x 1 

donc (A , N)*== Y*= --ï- # Mais ( C </)* = ( NP) 2 -+- 
(P df = x 2 -+-~î' — A* *,&(A'C) 1 =:(CN) I -+- 

4 

l a J* 

( A' N f = x* — a 1 ~\ i- (àcaufede(CN)*(730= 1 

** — b* ) donc ( Cd)* — (C Vf — a 1 — b 1 , & (C A'/ — 
(Cd) 2 :±s A» — a 2 . 

Corollaire. Dans l’Hyperbole équilatere , 4 étant 
égal à A , l’on aura (Ci/, 1 — ( C A') 1 = b 2 — A 1 = 0 , 

& Cd=CA'j donc dans l’Hyperbole équilatere tous les 
Diamètres conjugués font égaux deux à deux. 

Remarque. En fuppofaut C d =. a , C A' = A , l'équa- 
tion à l’Hyperbole équilatere , par rapport aux axes coa- 

jugués , fera évidemment y 1 = -y . (** — a 1 ) = ** — • 

a * ; donc pour favoir fi cette équation appartient aux axes 
ou aux Diamètres conjugués , il faut favoir fi l’angle des 
coordonnées ( l’abfcilTe avec l'ordonnée corfefpondante font 
dites coordonnées ) cft droit ou oblique. Dans le premier 
cas l'équation eft aux axes & aux diamètres conjugués dans 
le fécond cas. 

7<j. Théorème. Si les abfciffes cm a en 3 c q 3 &c. 
(fig. 37. j comptées fur une afymptote depuis le cen- 
tre c j font en progrefion géométrique croiffante 3 
les ordonnées feront en progrcjfion géométrique dé- 



* L'équation à l’Hyperbole y 2 as % ( * 1 — a 2 ) donne 
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croijfante. En effet puifque x.y = c* (44*) » pour 
une aurre x' 8c fon Y on aura x'Y = c 1 , 8cc. 
Donc lorfqu’une abfciffe devient double , fon or- 
donnée devient fous-double -, lorfqu’une abfcifle 
devient triple , fon ordonnée devient fous-triple, 
&c. autrement le produit a: . y d’une abfciffe quel- 
conque par fon ordonnée ne feroit pas égal à une 
quantité confiante c 1 ; donc fi les abfcifTes croilfent 
en progreffion géométrique , les ordonnées dc- 
croillènt en progreffion géométrique ; donc , &c. 

77 . Théorème.' Les abfciffes ck 3 cm , en , 
cq , &c. étant fuppofées en progreffion géométri- 
que j leurs différences km 3 m n , nq , &c, feront 
auffi en progreffion géométrique. C’eft une fuite de 
ce que nous avons démontré dans la première Par- 
tie , que les différences des termes confécutifs d’une 
progreffion géométrique , font auffi en progrellion 
géométrique ] donc , &c. 

78 . Théorème. Les aires hyperboliques kamm 3 
m nm n , &c. établies fur ces différences , font 
égales entr elles. Concevons que les différences km 3 
m n , 8cc. font partagées en un même nombre de 
parties égales pour chaque différence &: infiniment 
petites par rapport aux lignes km, m n. Conce- 
vons dé plus que les aires kamm , mnmn, 
font compofces de petites furfaces oomm , ppnn 
qui ont pour bafes les parties infiniment petites , 
dont nous venons de parler. Ces petites furfaces 
feront les éléments des aires dont il s’agit ; or ces 
éléments font égaux en nombre par la fnppofition , 
mâis de plus ils font égaux entr’eux. En effet, puif- 
que les lignes km , mn font partagées en un même 
nombre de parties égales , chacune des parties o m 
de la première efl à chacune des parties pn6.fi la 
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fécondé comme km:mn ; donc om: pnllkmimn , 
& parce que l’on a par fuppofition ck : c m II cm i 
f/ijon aura ck — cm {km) : cm il en — cm (mn) : 
en, ou C altcrnando ) km : mn II c m : en; 
mais l’abfcifle cm x mm = l’ablcifle en x nn ; donc 
cm :c/i" nn : mm ; donc om : p n\\ nn: mm 
&Comxmm — p n X nn, ou oom m = p p nn ; 
donc les éléments de l’aire k a mm font égaux en 
nombre & en grandeur à ceux de l’aire mnmn ; 
donc ces aires lont égales ; donc , &c. 

Corollaire. Si l’on prend une infinité d’abf- 
cifies en progreilion géométrique , à un nombre 
infini de diftérences répondra un nombre infini 
d’aires égales & finies } donc l’efpace afymptotique 
compris entre l’Afymptote & l’Hyperbole eft infini. 

Remarque 1 . Nous avons fuppofé dans cetre dé- 
monllration que les éléments ou trapèzes omom, 
pn p n étoient des rectangles , ce qui n’eft pas ab- 
folument vrai ; mais lorfque les lignes o m , p n 
font infiniment petites , les trapèzes omom, &c. 
• peuvent être regardées comme des reétangles , du 
moins dans le cas de l’Hyperbole équilatere : car 
alors l’angle des afymptotes eft droit , puifque dans 
ce cas a x = B C = C a ( fig. 1 1. ) , ce qui rend 
ifocelle le triangle reétangle C a x ; donc l’angle 
x C a eft de 4 j° auflî-bien que l’angle^ C a ; donc 
l’angle xCy eft de ç)O n , ce qui n’arrive que dans 
ce cas. En fuppofant que l’Hyperbole de la fig. 57 eft 
fcalene ( c’eft-à dire qu’elle a les axes inégaux ) , les 
petites trapèzes omom, Scc. peuvent être regardées 
comme des parallélogranynes qui ont les côtés 
adjacenrs aux^angles égaux m , ^‘réciproquement 
proportionnels. v ' - 

Remarque IL. Dans le cas de l’Hyperbole fcalene 
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les petits trapèzes 00mm , ppnn feraient égaux au 

{ iroduit de la bafe par la perpendiculaire abaiifée de 
'extrémité de chaque ordonnée m m > nn fur la 
bafe, & ces perpendiculaires formeraient, avec l’or- 
donnée, la partie de l’afymptote comprife entre l’or- 
donnée & la perpendiculaire des triangles fembla- 
bles , dont les hauteurs feraient proportionnelle* 
aux ordonnées correfpondantes. Donc les parallé- 
logrammes dont nous venons de parler, qui ont 
pour hauteurs ces perpendiculaires , ont leurs bafes 
réciproques à leurs hauteurs , ce qui les rend égaux. 
De plus ces perpendiculaires font comme le finus 
des angles correlpondants 00 m = xc m ; donc les 
aires hyperboliques , dans le cas de l’Hyperbole 
fcalene , font aux aires hyperboliques établies fur 
des lignes égales dans le cas de l’Hyperbole équi- 
latere , comme le finus de l’angle des afymptotes 
eft au finus total. 

79. Théorème. Si par les points a, m, n, &c. de 
la courbe & par le centre c on tire les lignes ca 3 cm, 
en, &c. les fecleurs hyperboliques c ak, cmm,&c . 
feront égaux entr’eux & aux trapèzes hyperboliques 
a km m , m nm n , &c. correj pondants. 11 eft évident 
( 44 . ) que ck X ak — c m X mm , ce qui donne 
c k : cm mm : ak, c’eft-à-dire que les trian- 
gles cka, emm ont des côtés réciproques adja- 
cents à des angles égaux : or il eft vifible que les 
hauteurs de ces triangles font entr’elles comme les 
côtés a k , mm, c’eft-à-dire , en raifon inverfe , 
des bafes , ou des moitiés des bafçs j donc ces trian- 
gles font égaux. Otant de part & d’autre la partie 
commune chk , l’on aura c a h = hkmm , 5 c 
ajoutant de part & d’autre l’aire a km , il en ré- 
fultera le fe&eur cam e= akmm , & ainfi des 
autres j donc , &c. 
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Corollaire. Il fuie des deux derniers Théo- 
rèmes que les feéleurs , de même que les trapèzes 
hyperboliques , qui répondent à des abfcifles en 
progreflion géométrique , four eux-mêmes jen pro- 
greilion arithmétique; donc félon ce que nous avons 
dit dans la première Partie de cet Ouvrage , ils peu^ 
vent être regardés comme les logarithmes de ces abf- 
cifles. Ainli fuppofant que c h repréfente le nombre 
dont le logarirhme eft = o , l’aire akmm représen- 
tera le logarithme du nombre cm , l’aire aknn celui 
du nombre en , &c. Ces logarithmes font appellés 
hyperboliques y lorfque l’Hyperbole eft équilatere. 

80. Problème. Supposant l'Hyperbole a q équi- 
iaîere & l’abfcijje co — l'ordonnée oo — i , trou- 
ver l’aire o o nn. Par la nature de l’Hyperbole , en 
faifant o n = .v , l’on a o o X co = en X nn y ou 
i x i = ( i +Tv) xy, ou i =_yx(i *) , d’où 

l’on tire y = — ■ — = i — .v -f- x 1 — , &c. ( en 

I-f- X 

élevant i x à la puiflance — i par le binôme de 
Newton ) = i ( x°— x + x 1 — x'> -f- x 4 &c. ) à caufe 
de .v° = i . Cela pofé , fi l’on pouvoit fommer tous les 
y ( que je fuppofe d’une largeur infiniment petite ) 
compris entre les ordonnées oo & nn , on auroit 
l’aire cherchée ; ou , ce qui eft la même chofe , fi l’on 
pouvoit avoir la fomme de toutes les fériés x° — 
x -+- x 1 , &c. correfpondantes à chaque y ; or on 
peut concevoir les x comme croiflantes félon la 
progreflion -f- o. i. i. $. &c. jufqu’à la derijiere 
x = o n qu’on fuppofera = oo , à caufe quelle 
eft infiniment plus grande que la première , qu’on 
peut fuppofer infiniment petite ; mais par la for- 
mule — que nous avons donnée dans la pre- 

, « 1 * v 
miere Partie de cet Ouvrage , la fomme de x° eft 
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= x , celle de —x eft = — — , celle de x 1 ou du 

troifieme terme eft = — , &c. : dont l’aire cher- 
• • î ’ 

( X* X* \ 

ar — — + — &c. J . Si l’on 

faifoit 0 k — — x (à caufe que les x qui alîoient 
ci-devant de 0 en n vont maintenant dans un fcns 
oppofé ) , on auroit ck = 1 — x , & fuppofant 

ak —y on auroit (1 — x ) x y — 1 , ou y =---- > 

ou ( en effeétuanr la divifion ) y = 1 v -4- x 1 
x 5 , 6 cc. 6 c l’on trouveroit de même que l’ef- 

X 2 X* X* 

pace 00a k eft = *-J j- (- — , 6 cc. 

* a j 4 

Coroll. 1 . Puifque les efpaces dofit nous venons 
de patler repréfentent , le premier le logarithme du 
nombre en plus grand que l’unité , le fécond celui 
du nombre c k < 1 = c o , par hypothefe j les fériés 
que nous venons de trouver repréfenteront aufti les 
logarithmes hyperboliques de ces mêmes nombres 
1 -+- .v & 1 — x y mais le logarithme du nom- 
bre 1 — x plus petit que 1’unité , &c par conféquent 
fractionnaire , doit être négatif j donc il faudra 
changer le ligne des termes de la fécondé férié , 
ce qui les rendra tous négatifs , & l’on aura , en 
général pour repréfeuter les logarithmes hyperbo- 
liques d’un nombre plus grand ou plus petit que 

1 umte , la fene -r- x 4 - + — &c. 

1 “ 3 4 - 5 

Remarque. Cette férié ne peut être utile qu’en 
fuppofant x 1 ou x < 1 , autrement elle ne fe- 
roit pas convergente, j lais en fuppofant x < 1 , 



Digitized by Google 




Sections Coniques. 



79 . 



les termes ultérieurs feront d’autant plus petits 
que x fera plus petite. 

Corollaire 1 1. Pour avoir le logarithme du 
quotient d’un nombre divifé par un autre nom- 
bre , il fuffir , félon ce que nous avons dit dans 
la première Partie de cet Ouvrage , de retrancher 
le logarithme du divifeur dq celui du dividende ; 

donc L. (L. défigne un logarithme ) fe 

trouvera en ôtant la férié — x — x 1 — x* , &c, 

de la férié x h — , &c. ce qui donnera 

1 3 ^ 



-&) 



X X 



% X' 



Z A? —J 1 - , &C. 

I -(-* P 



on 



Corollaire III. Suppofant = - , l’i 

aura , en faifant difparoître les dénominateurs , 
q -\-qx — p — p x , & en tranfpofant , q x + p x =s 



p — q , Sc en divifant par p •+■ q,x — 



P — l 



; donc 



L. = z x H &c. Si dans cette férié 

V q / ) 

on fubftitue les valeurs de x > , Scc. tirées de 

p — q 



l’équation * = 



, on aura ce logarithme ex- 



P -+* q 

primé en nombres , en fuppofant que p 8c q font, 
des nombres connus. 

Soit par exemple le nombre z , dont on de- 
mande le logarithme hyperbolique. Faites = 

- = - , en faifant p — -l a — i f fi 1 e nombre 

q . I 

propofé étoit fractionnaire & = par exemple , on 
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— — i — "• 

feroit { ) , & vous aurez x r= - q = -I . Subfti- 

q/ p-\-q 5 

2 > X 

tuanr cette valeur de x dans la férié 2 *■+ - — - 4- &c. 

J 

l’on aura le logarithme hyperbolique cherché 3 ce 
qu’on peur pratiquer ainii : en réduifant en déci- 
males 5c ne pondant pas l’approximation au-delà 
des cent millionièmes. 




= 7 = 7 * o. 3333333 = 0.33333333. 

x 

= ;X - = 3 X 0.03703703 = 0.01234567. 

X * 

s: j X - = |X 0.0041 1522 = 0.00082304. 
x 1 

= ;X“ = }X 0.00045724 = 0.00006532. 
, * 7 , 

= jX — = jXo. 00005080 = 0.00000564. 

I 

• = 3X“=7 ! rXo. 00000 5 64 = o. 000000 5 1. 



Somme = 0.34657351. 

Dont le double 0.69314702, 

eft le logarithme hyperbolique de 2. 

81. Théorème. Dans deux Hyperboles les aires 
afymptotiques correfpondantcs aux différences des 
abfc ffes confécutives égales chacune à chacune & en 
progreffïon géométrique , font dans un rapport conf- 
iant. Car prenant quatre de ces aires dans l’une 5c 
l’autre Hyperbole, elles feront égales entr’elles (78.) 
(s’entend dans chaque Hyperbole) , 5t leurs fommes 
qui défignent le logarithme de la plus grande abfcifïe 
(la plus petite abfeiilTe étaqt fuppofée = 1 ) dans l’une 

5c 
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l’autre Hyperbole , feront entr’elles comme deux 
aires correlpondantes quelconques ; donc , &c. 

Corollaire. Donc lî l’on luppofe une Hyper- 
bole qui foit telle que fes aires afymptotiques repré- 
fentent les logarithmes des tables , tandis que les 
abfciiles afymptotiques repréfenteront les nombres 
correfpondants à ces logarithmes , on aura toujours 
le logarithme tabulaire d’un nombre 1 o , par exem- 
ple , au logarithme hyberbolique du même nom- 
bre , comme le logarithme tabulaire du nombre z , 
au logarithme hyperbolique du même nombre ; 
donc 0.301030 ( log. tab. de 1. ) : o. 693147 
( log. hyp. de î , en s’en tenant aux millionièmes) 
: : 1 (log. tab. de 10) : z. 301585 ( log. hyp. de. 10). 
Maintenant pour trouver le logarithme tabulaire 
d’un nombre x , dont on a le logarithme hyper- 
bolique , en fuppofant m le logarithme hyperbo- 
lique de x , on fera cette proportion 2. 302585 : 

1 ; ; m : y = m x ( log. tab. de x ) , ou 

J 2.301385 n 

(en effe&uant la divifion de 1 par 2. 302585 ) y = 
m X 0.4341945 donc pour avoir le logarithme 
tabulaire d’un nombre quelconque , il fuffit de mul- 
tiplier fon logarithme hyperbolique par o. 434294 ; 
& parce quej y —m x o. 434 &c. l’on. aura m =. 

— =yx 2.302585, c'eft-à-dire que le 

o. 434 &c. J 1 1 

logarithme hyperbolique d’un nombre eft égal au 

logarithme tabulaire du même nombre , en le 

multipliant par 1. 302585. 

81. Avant de palferplus loin , nous allons dire un 
mot de ce que nous entendons par Jinus & cojinus 
hyperboliques. Soit ( fig. 38.) le demi axe p a d’une 
Hyperbole saf fuppofée équilatere = r, nous 

Tome IL " F 
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l’appellerons finus total 3 pour conferver l’analogie 
avec le cercle. En faifant = m le logarithme hy- 
perbolique d’un nombre défigné par p g , menant 
l’ordonnée c g perpendiculaire à l’afymptote p g , 
de la perpendiculaire cb à l’axe , la ligne pb fera 
le cofinus , de b c le finus de m. Le finus de m fera 
défigné par s h. m , le cofinus par c h. m. parce 
que au point a 3 b c z=. o > de p b — p a — r , en 
menant les lignes s r 3 ak parallèles à g c 3 l’on 
aura pour le nombre réprélenté par p k 3 s h. m 
= o , de ch. m = r. Les m qui répondent 
aux nombres plus petits qu epk t qu’on peut fup- 
pofer = i (car l’unité eft une quantité arbitraire), 
font négatifs & ont leurs cofinus pofitifs, mais leurs 
finus font négatifs. Si l’on fait p g : p k : : pki 

p r j on aura pr =±~ (à caufe de p k = \ ). 

Ainfi le logarithme de p r fera = L. i — - m — o 
— m = — m 3 parce que le logarithme hyperbo- 
lique de i eft = o , comme fon logarithme tabu- 
laire. Ayant tiré r s , fi l’on joint les points s 3 c 
par la ligne s c , je dis que cette ligne eft perpen- 
diculaire à l’axe. Les triangles i g c 3 irs femblables 
à caufe des parallèles gc 3 rs donnent ig ; ir ;; 
g c : r s il pr : p g ( pat la propriété de l’Hy- 
perbole) de eh divifant , i g • r g : : p r : r g ; donc 
i g = pr. D’ailleurs p r : p k :: u r : a k (à caufe 
des triangles femblables pru t pa k) 5 de comme 
p r : p k \\ p k : p g II g c : a k 3 on aura ru : akl : 
gc : a k j ou ( altcrnando ) ru : gc il ak : ak ; 
donc gc = r u ; donc les triangles reéfcaugles p ru , 
igc ont les côtés qui comprennent l’angle droit 
égaux j donc ils font égaux en tout , de l’angle 
gic — u p r - y mais upr — 45 0 ; donc fon complé- 
ment pur eft. aufli de 45 0 j donc dans le triangle 
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phi j on a i’angle p 8c l'angle i chacun de 45 0 ; 
dont; l’angle b eft «=- 90 ° j donc la ligne s'ct eft 
perpendiculaire fur l'axe pb. 

Corollaire. Il fuit de cette démonftratîon 
que c h, m s= c h, — m > puifque l’un 8c l’autre eft 
p b *. Mais s fu-~ s h. m : puifque s h. m 

sz bc , & s h. *-»- m — b s ; 8c quoique bc = b s > 
cependant l’un eft pofitif & l’autre négatif. 

8 j. Problème. Etant donnes les Jaïus & les co~ 
Jlnus de -deux logarithmes m y n j, îfujçirr. le J? nus 
& le connus de leur fomme m -f- n. Soit pb = 
t h. 772 , bc — s h. m i pd — ch n 3 df ==. s h. n* 
Soit fuppofé p m — c h, m A— n , 8c m a — s h. m V n» 
Acaufe de l'angle aph = 4 S* r* pi b , anx.pbà: 
b i 3 & de même p d = d i , p m — mej. On aura 
donc c i ~ib — bc = p b — b c = c h. m — s H, m y 
flzzch.n — s h. n , ntj = m n** s h. m rrf- j. 
De plus à caufe du triangle ifocelle apk rectangle 
en k èc de p a = r on a p k 1 -H a k 2 , ou a. 7 A* 

= r* » JV zz — 8c p k = A canfe du trian- 
gle reétangle ifocelle igc* on a i.JT 1 = c î 2 , 
ci c h. m — s h. m _ A 

ou * i a -—r = r. De meme 

5 vC n V* 

ch.n—sh.n eh. '’w-4-n'' — : ji. 

hlzz — -rr 8c q 0 = — ■ ■■ ' .■■ ■ «■■■.t, 

</ * 7 V i 

Enfin le triangle p b i reétangle en b donne p i 1 :*= 

-4- r* 1 = z. pî* , ou i — j/ï X fÀ. 



5 », 

* Car k co (inus de m eft b partie dç l’aie comprife 
entre le centre 6c l’ordonnée menée du point auquel' Ja 
perpendiculaire tirée fur l’afymptote au point ou le tep- 
mine 1e nombre pr , ou pgr rencontre l'Hypeibole. 
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* Le logarithme de p k = i étant = o , & le loga- 
rithme de po étant égal , par l’hypochéfe , à la fommt 
des logarithmes de pg&p h, les logarithmes de pkSc p o , 
feront les extrêmes d'une proportion arithmétique , donc 
les logarithmes de p g Sc p h feronc les moyens ; donc les 
nombres auxquels appartiennent ces logarithmes font en 
proportion géométrique. 
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nons de trouver pour ch.m s h. m , 8 cch.n-\- 
s h. n , &c réduifant on aura — — — 

ch. — s h. (/»+«) 

«= ch. ( m -H n ) -4- s h. ( m n ) 

; donc en ôtant 



c h.m s h. m X c h n s h. n 

les fra&ions , divifant par r* & rranfpofant , on 
trouvera l’équation c h. ~m+~n — s h. üTÇn = 
( ch.m — •h.m ) X ( c h. n — s h. n) n 

— — (B). . 

Ajoutant l’équation B avec l’équation A ( on 
peut regarder ces deux équations comme deux 
beaux Théorèmes) , retranchant enfuire l’équa- 
tion B de l’équation A , on aura c h. ( m n ) = 

c h. m-\- s h.mX c h. n-\-sh. n-J- c h. m — s h. mx ch. n — s h. n 



ch. m X ch. n 



zr 

■ s h. m X s h. n 



(C) &C S h. m-\- n =3 



ch.m+sh.mXch.n-\-s h. n — (ch.m — s h.m X ch. n — s h. n) 



zr 



c h, m X s h. n — f— ch. n. X s h. m , ' 

— ~ ~ (D) ce qu’il falloir 

trouver. • . .. : 

84. Problème. Trouver le cojlnus & le fi nus de 
la différence des deux logarithmes m & n. Nous' 
fuppofons m > n. Il fuffit de mettre dans les deux 
dernieres formules , à la place de c h. n 8 c s h. n , 
les quantités c h.— n & sh.—n; mais slu-r. n 
e== — , S j 1 ’ n ■> & c h.-- n = ch. n ( car fi p r eft 
fuppofé égal à un nombre < 1 = p p } } e fm U v 
s b de ce nombre eft négatif ; mais fon cofinus p b 
eft évidemment pofitif , donc il fuflit dans les for- 

E J 
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mules précédentes de donner le ligne — a. s h. n 
& l’on aura 

ch. mXck.n — sh. mXsh n 

à h. (m — n)=z — ' • 

ch. n X s h. m — c h. m X s h. n 
s h. (m— n ) = ■■ 1 * 1 r ' • 

Si l’on fuppofe m = n , qu’on ajoute l’équation D 
avec l’équation C , & qu’on retranche enfuite l’é- 
quation D de 1 équation C , 1 on aura ces deux 

autres équations 

. (eh.m s h. m ) l # rx 

ch. a m -+■ i h. z m — — ~ V * / 

( ch. m — - sh. *'* 

ch. im — s h. i/ 72 = 1 ^ ) 

ajoutant G avec F & divifant par i , retranchant 
enfuite G de F & divifant de même par i , l’on a 
les deux équations fuivantes. 

c h. m — s h. m 1 - 4 “ c h. m -*■ * h. m* 
ch. im 3 = — ‘ 

* ». 

. ch. m s h. m [c h. m — sh.m) 

5 h. im — ‘ 

Si avant d’ajouter & de retrancher les équations G 

6 F on prend les racines quarrées de chaque mem- 
bre , l’on aura 



c h. m 



sium 



ch. i m -4- si St. i m* — t~ ch a m — s h. i 



*.r * 



ch tm-i~sh.i , m 1 — (cÉ. xm — s h. i m J ) 



ur i 

,Si aux deux logarithmes m & b on en ajoute un 
troidemé j p 3 il fuit des équations A ôcB (83») 
qu’on aura 
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C h. m n -j- p —H S h. m -f- n -f- p =* 

c h. ( m — f— n ) — s h. {m — |— n ) y ch. p — j— s h. p * 

r 

c h. tîi ' ■ n — p s h. n — j— n . p ...... , k 

c h. {m. -f-; n ) — s h. (m -f- n) X c h. p s h. p. 

r 

Subftituant dans ces équations les valeurs de 
c h. m -f- n — f— S hi m -}— n & de c h. m — n — 
s h. prifes des équations A & B , on aura 

ces deux autres Théorèmes : 

C h. m -f- n — |- p —H S h. m -}- n -f- p cas 

c h. m -j- s h. m X c h. n s h. nX ch. p -\-s h.p (H) 

- 

C h. m — j— n — p — — • s h. m — J— n — J— p -- - 

C h. m s h. m X c h. n — s h. n X c h. p — s h -P (I ) 

r 1 

Suppofant m — n zz p 9 ajoutant I à H & l’en re- 
tranchant enfuite , on aura 

, ch. m — (— s h. m — c h. m — s h. m 

Ch. i m zz — - 

». r 

, c h. m — j— s h. m — — (c h. m — s h. rn ) 

S h. ^ T7l ZZZ — — — ^ LIJI1 i.n ■ ■ 



Si avant d’ajouter & de fouftraire , on prend les 
racines cubiques , on trouvera 



ch. m zz 



ch. 3 m — |— s h. 3 m 3 — f- ch. 3 m — s h. 3 m’ 



x.r 



, ch. x m s h. 3 m 3 — \ch. 3 m — s A. 3 «7 

fh.mzz : 1 — - — - — . 



z.r 1 



F 4 
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En général on aura 



c h. nm — 



c h. m 



n n 

s h. m — r" c h. m s h m 



n / n\ 

, c h. m -4— s h. m — l c h. s h. m 1 

s h. n m — y 

I 

i X r 

h étant un nombre quelconque. En comparant ces 
formules avec celles des fmus 8c cofinus des arcs 
circulaires multiples , on verra qu’il y a une 
grande analogie entre les fmus 8c connus circulaires 
& les hyperboliques. 

Nous appellerons logarithmes hyperboliques fim- 
ples , ou dune dimenfion , les logarithmes hyper- 
boliques dont nous venons de parler j mais divifés 

par — , c’eft-à-dire par la moitié du demi- axe p a 

de l’Hyperbole équilatere , dont l’axe = z r 8c les 
linus 8c cofinus hyperboliques , dont nous venons 
de parler , pourront aulli être regardés comme les 
/inus 8c cofinus de ces logarithmes hyperboliques 
lîmples. Mais le triangle ifocelle 8c redangle pak 
donne {pu) 1 — {p h) 1 (ak) 1 ou r 1 z= z. ( pk) z , 

ou (/> k) 1 = — , p k = — j & en divifant les 

logarithmes hyperboliques pris dans une Hyperbole 
équilatere dont le demi - axe = r , par - = , 
ou , ce qui revient au même , en les multipliant 
par j on aura ce que nous appelions logarithmes 

hyperboliques ftmplcs. Si l’on fait p k = ■— = i, 

y i 
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Ton aura r* — 1 Sc r — V/i : donc — ——==> 

. . . : f t 1 

y c’eft pourquoi h l’on divife les logarithmes hy- 
perboliques vulgaires par ou qu’on les multiplie 

par \fii, on aura les logarithmes hyperboliques fim- 
ples , 1 pris dans la même Hyperbole dont le demi- 
axe— y/ 2 , 5 c les premiers feront alots aux féconds. 
Comme 1 : y'b. ou comme y 1,; i. , .. 

8f. Théorème. Pans toute Sef/ion Connut fi une ligne 
m p pajfant par le foyer f rencontre tu directrice en q & U 
courbe en deux points m , p , le point m étant fitut entre Us 
points fi & q , cette ligne fera diyijéc dans les points m 
6 - f ( fig. 3 y., ) , 6» dans les points m & q ( fig. 40. ) en 
proportion harmonique. Car ( voyez le ft° 6 i .) ( dans, la 
figure 19 ) les lignes m p , m' p' ont un rapport confiant 
avec les rayons vefteurs f m \ fim , ce qui a lieu dans 
toute Seélion Conique 3 donc la raifon de chaque rayon 
veéteur f m à chaque ligne eoarefpondante g m fera conf- 
iante. En effet fi m : g m :: fim x p m : g m X p m } donc 
4 a raifon de/m : gm eft compofêc de la raifon confiante 
de fi m : p pi & de la raifon de ptn - gm qui eil la même 
que la raifon du finus d’inclinaifon au finus total , ce qui 
a fieu pour toutes les parallèles à m g , qti’ori pourroit^ 
mener de la courbe à la diredrricé , & l’on doit dire 1a 
même chofe de toutes les Serions Coniques, Parabole, 
Ellipfe 8 c Hyperbole. Cela pofé , revenant aux figgres-39 
A: 40 , l’on aura fp : / m :: pq : m q 3 or; (fig. 39-) • 
dans les trois lignes pq , fiq , Ht q les lignes pq t .-mq 
font les extrêmes , & les droites f p , f m les différences 
des extrêmes à la moyenne 3 mais ( fig. 40 ) dans les 
trois droites fip , t q , fim les lignes fp , fim font les 
extrêmes , St les droites ./* q , mq les différences des ex- 
trêmes à la moyenne 3 donc dans les deux figures les 
extrêmes feront eu tf elles comme les différences des extrêmes, 
à fa moyenne , ce qui donne une proportion harmonique. 
Voyez ce que nous ayons dît fur la nature de cette pro- 
portion dans le Calcul ( 11°. 40 )< 
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Remarque. La figure 3 9 peut fervir pour l’ellipfc & la 
p.irabole, (& même pour le cercle en fuppofant q n à une dif- 
tance infinie du point f): La ligne qn repréfente la direétricc. 

Des Sections Coniques femblables. 

■ ij * - ---- , ■ ^ t * 

86 . Deux ScHions Coniques de même cfpece font femblables 
lorfque leurs axes font , proportionnels. 

Corollaire I. Il luit de cette définition que fi deux 
Ellipfes ou deux Hyperboles femblables ont un centre com- 
mun e (fig. 41 & 43 ) & leurs axes fur les mêmes lignes, 
les Diamètres conjugués correfpondants feront aullî lur les 
mêmes lignes. En effet ces Diamètres doivent faire avec les 
axes des angles égaux , puifque les Séélions ne différent 
l’une de l’autre que parce que les lignes de l’une font plus 
grandes que les lignes correfpondantes de <• l’autre : mais 
d’ailleurs elles font femblablement fit uée s & dans le rap- 
port des axes ; de forte que fi les axes & diamètres de la 
petite venoient à s’allonger, en confervant toujours leur 
même rapport , jufqu a ce qu’ils fuffent égaux à ceux de la 
grande, les deux Seétions le confondroient.' 

Corollaire II. Donc fi une ligné rs coupe deux 
Se étions Coniques femblables , qui ont un centre commun 
& fitué fur le même ' axe ad, les parties ro , so' de cette 
ligne comprifes entre les’deux courbes feront égales. Car fi 
l’on conçoit une tangente SR à la courbe' intérieure parallèle 
à s r ( fig. 4 1 , 42, & 43 ) , & le Diamètre xy qui paffe j»ar 
le point de contingence , la ligne oq fera une ‘ordonnée a 
ce Diamètre; & parce que le Diamètre cbrrefpbndant delà 
Seétion intérieure eft fur la même ligne que celui de l’exté- 
rieure , il eft vilible que les lignes r s , RS feront des dou- 
bles ordonnées à la Seétion extérieure. Donc rq = s q , 8 c 
R t «=» t S. De même vq <=*= q 0' ; dône o r .== o' s ; & par' 
la même raifon o m =» in , d l := d L. Ce que nous venons 
de dire dans ce Corollaire a lieu pour la l’arabole , qu’on peut 
regarder comme une Elliple infinie. 

87. Théorème. En fuppofant <=± p les paramétrés de 
la parabole intérieure & extérieure égales & fituèes fur le 
même axe , je dis qu'en faijant la tangente dh~d, l’on 
aura m o x o n •= d 1 - ( fig. 41 ). Par fà propriété de 
la parabole extérieure on a p Xap *=* \m p ) 4 , & par la 
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propriété de la pai aboie intérieure on a p x d p = 
donc p m )* — (p o ) 1 — n o x m o == a p x p — dp 
Xp — p. a d= {J L )* — d 1 ; donc mo X o n — d*. 

Remarque I. St au lieu de prendre les ordonnées 
à l'axe on avoir pris les ordonnées aux Diamètres xy t 
on auroit trouvé r o • o s = ( R t )* ü=z (t S)*. 

Remarque II. Puifque les paraboles ne différent que 
par leurs paramètres , comme les cercles ne différent que 
par la grandeur de leurs rayons , il cft vilîblc que les 
paraboles font des figures fcmblables. 

88, Theor. Dans Us EUipfes & Hyperboles fcmblables 
(fig. 41 & 43 ) on aura toujours r o x <> r=(r R)*. Car appel- 
ions ta le Diamètre xy , 1 b Ion conjugué , y les or- 
données r q au Diamètre xy , Y les ordonnées 0 q de la 
courbe intérieure pat rapport au Diamètre correfpondant, 
z c le Diamètre de la courbe intérieure , 1 d fon conjugue ; 
& faifant c q = x , on a , par la propriété de l'Elliple SC 
de l'Hvperbole extérieures . y 1 : + a 1 : : b 1 : a 1 1 

& pour les courbes intérieures l’on a Y* : •+• c 1 + x 1 : ; 
d 1 • c l ; mais parce que les courbes intérieures font fem- 
biablts aux extérieures, b 1 : a 1 :: d 1 : c 1 ; donc y x : 
Y 1 : : + a 1 + x 1 : + c 1 ~ x 1 , & ( dividendo ) y l — 

Y 1 (ru < os) : y 1 : : ± a 1 + c 1 : + a 1 + x 1 : : (/ R)*; 

( q r Ÿ = y 1 ; donc ro X os : y 1 : : ( t R )* : y 1 , & 

( alternando j r 0 X o s : ( t R) 1 : : y 1 : y x > donc 

ro x or = ( r R )\ 

C o r o 1 l a r r e I. Si les ordonnées appartenoient au 
premier axe , on auroit mo X o n = (éfL) 1 = g 1 en 
faifant d L = g. 

CoROLLAtitiIT. Suppofant m o=m , & 0 n = ç , on 
aura par les Théorèmes précédents & le dernier Corollaire mç 
= g l (cn fuppofant auffi pour la parabole (fig. 4 z)dL — g)i 
donc ç devenant infinie , ce qui arrive dans la parabole & 

l’hyperbole , l’on aura m — — = — a= o , c’eft-à-dire 
» î 00 

qu'à l’infini la courbe intérieure fc confond avec l’extérieure, 
ce oui n’arrive pas dans l’Ellipfe , parce que dans cette 
courbe ç n’eft jamais = 00. 

Avant de palTer aux Se&ions Coniques des 
genres fupérieurs , nous allons faire quelques re- 
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marques qui ferviront à jetcer un grand jour fur la 
théorie des courbes algébriques , dont nous trai- 
terons dans la fuite. 

89. Une courbe algébrique ejl celle dont la na- 
ture ejl exprimée par une équation algébrique 3 qui 
contient le rapport qu’il y a entre les ordonnées & 
les abfcijfes. Les ordonnées aufli-bien que les abf- 
cifïès font polîtives ou négatives. En prenant pour 
pofitives les abfcifiès qui , à compter d’un point 
fixe , rendent vers la droite , les abfciiTes qui ten- 
dent vers la gauche font négatives & réciproque- 
ment. On voit bien que les ordonnées fupérieures 
étant fuppofées pofitives , les inférieures feront 
négatives étant dirigées dans un fens oppofé aux 
premières , Sc réciproquement. Il eft indifférent de 
prendre pour pofitives les abfcifiès de la droite ou 
de la gauche , les ordonnées fupérieures ou infé- 
rieures ; mais dès qu’une fois cela eft déterminé , 
il n’y faut plus rien changer , du moins en traitant 
la même queftion. 

On peut rapporter à l’axe tous les points 
d’une courbe par des ordonnées parallèles entr’elles 
& perpendiculaires , ou obliques à cet axe* On 

E eut prendre l’origine des abfcifiès fur la cour- 
e , comme nous l’avons fait dans la parabole ; 
dans la courbe , comme nous l’avons fait pour le 
cercle & l’ellipfe , en prenant l’origine des abf- 
cifiès au centre , ou hors de la courbe , ainfi que 
nous l’avons fait dans l’hyperbole , en prenant 
l’origine des abfcifiès au centre , qui eft un point 
fitué hors de la courbe. Sur quoi nous remarque- 
rons que l’origine des abfcifiès ne peut être fituée 
fur un point de la courbe que lorfquc tous les termes 
de fon équation font affe&és des indéterminées * » ' 
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ouy. Quant au contraire l’équation contient un terme 
entièrement délivré de x &dey, alors l’origine des 
abfcidès ne peut être fur un pointde la courbe. Dans 
les équations y 2 a 2 — x 2 ,y 2 = tax — x 2 t 
par exemple, qui appartiennent au cercle, en faifant 
x = o , on trouve y = :t a dans la première , Sc 
y — o dans la fécondé : or y doit être = o , lorf- 
que l’origine des abfciiTes eft fur la courbe; maisj' 
ne doit pas être = o , lorfque cette origine n’eft 
pas fur la courbe ; c’eft pourquoi dans la première 
équation qui appartient au cercle , en comptant les 
abfciiïes depuis le centre & fuppofant les coordon- 
nées perpendiculaires entr’elles , y n’eft pas = o 
lorfque x = o. 

Pour démontrer cela généralement, foit l’équa- 
tion d’une courbe algébrique ax m bx”y* = 
dy l . En faifant x = o , on a dy l = o &cy l = o ; 
donc l’origine des abfcifles eft fur la courbe , puis- 
que y & x deviennent o en même temps ; mais fi 
l’équation de la courbe étoit ax m -f- bx n y t -{- 
dy — g = o ; en faifant x — o , on auroit dy l 

i 

= gj ou y 1 = -J , ou y = -J ; donc l’ori- 
gine des abfciftes n’eft pas fur la courbe , puifque 
1^ = 0 , ne répond pas y = o. 

90. Toute courbe peut êtreconfidérée comme polygone, ou 
comme courbe rigoureufe. La première façon de coniidérer une 
courhe, ne lignine autre chofe finon que la courbe eft la limite 
du polygone inferit & circonfcrit. Par exemple, fi à un même 
cercle on infcrit&on circonfcrit deux polygones réguliers, il eft 
vifible qu’en augmentant le nombre des cotés de ces polygones, 
ils approcheront, continuellement de l’égalité avec le cercle , qui 
eft la limite quils ne peuvent palfer, de laquelle cependant ils 
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peuvent approcher tant qu’on voudra. Mais il eft bon d’obfer- 
ver que li on a confidéré une courbe comme polygone, on ne 
doit plus la regarder ( du moins dans la folution de la même 
queftion) comme une courbe rigoureufe ; & li dans la réfolu- 
fion d’un problème on a befoin de conlîdérer deux courbes, on 
ne doit pas en conlîdérer une comme polygone & l’autre comme 
Courbe rigoureufe , autrement on pourroit tomber dans quel- 
que erreur. Par exemple, menant dans un cercle quelconque 
les cordes évanouiffantes pd, de, fail'ant le prolongement do. 
de la corde pd (fig. 44), égala de = pd, tirant par cSc ola ligne 
o c , & par le point d la tangente d n , on aura oc = inc: cari 
caufe de od «=» de, le triangle ode eftifocele & l’angle 0 «= 
l’angle c. D’ailleurs l’angle odez. pour mefure la moitié de l’arc 
p de (Géo. i7)ou de, &i’angle ndc a pour mefure la moitié de 
de dc\ ainlî ndc — ndo\ donc la ligne dn divilè en deux 
egalement l’angle d du triangle ifocele ode-, donc d n divife en 
deux également ne. En effet les triangles odn, ndc font égaux 
en tout, puifqu’ils ont deux angles égaux fitués fur les côtés 
égaux de, do-, donc ic =» o n , & c 0 '■*** z ne. Cela pofé, lup- 
pofons un corps p décrivant un petit arc de cercle p de par le 
moyen d’une force qui le pouffe vers le centre C,& d’une autre 
force qui au point a retire ce corps de la ligne droite- Si l’on 
confidere le cercle comme un polygone , la corde infiniment 
petite pd fera l’efpaee parcouru pendant l’inftant précédent, & 
do fera l’efpace que le corps aécriroit dans rinffant fuivant. 
C’eft pourquoi fi l’on mene o c parallèle à la dire&ion d C de la 
force qui agit en d,oc fera l’effet de cette force , c’eft- à-dire la 

Q uantité dont cette force l’aura rapproché du centre du cercle. 

n effet, à caufe de l’arc d t infiniment petit , l’angle dCo 
= toc, fon alterne interne , fera infiniment petit ,& l’on pourra 
regarder le triangle reftangle toc comme ifocelle , c’eft-à-dire 
on pourra fùppofer 1 0 = c 0 ; mais fi l’on confidere le cercle 
comme une courbe rigoureufe, la tangente dn fera l’efpace que 
le corps décriroit, tandis que ne exprimera l’effet de la force 
qui agit en d pour retirer le corps de la ligne droite dn. C’eft 

S uoi dans la courbe rigoureufe l’effet de cette force ex- 
par en eft la moitié de l’effet oc dans la courbe 
polygone. Donc fi on ne veut avoir un effet different , il 
faut toujours conlîdérer la courbe de la même maniéré, 
parce qu’alors on a toujours le meme rapport dans les 
effets} or dans la théorie des forces, c’eft à ce rapport 
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fcul qu'on fait attention *. De plus fi on fuppofe qu'un corps 
eft animé d’une force accélératrice confiante, qui le poulie con- 
tinuellement vers un centre, & d'une force tangenticile , non 
accélératrice , qui le poulie félon la tangente d’une coulbc , 
il doit parcourir un arc de courbe & non une ligne droite. 

Ainfi on ne peut alors fuppofer , fans détruire en même 
temps la fuppofition , que le corps parcourre un polygone. 

; I 

Des Sections Coniques des genres fupérieurs. 

y i . Si on a une courbe am A (fie. 45.) dans laquelle 
faifant la ligne a A (que j’appellerai L’axe ) = îa, 
l’abfciilè a p comptée du fommet = x , l’ordonnée 
pm = y , on ait x m :y” : : y“ : (A p) n ~{t a — x) n , 
l’on aura l'équation y ,n + " = x " ( 2 a — x) n , qu’on 
appelle équation des cercles des genres fiipérieurs. 

On les appelle ainfi à caufe de l’analogie qu’a leur 
équation avec celle du cercle ordinaire , qui eft telle 
qu’en fuppofant m = n = 1 , on aura y 2 = 
x a x — x 1 équation au cercle vulgaire **. Si on 
compte les abfcillès du milieu c de l’axe , l’on aura 
ym » — ( d — x) m X {a -{■ x) n \ &c Ç\ dans la première 
équation on fuppofe a A = a , on aura^™ + ” =* 
x m {a — x)". Si dans l’équation y m + » — x m (a — #) B on 
fuppofe fucceflivement «2=1, 1,5,4, 5 > &c. 
ôc n = 1 , on aura ce qu’on appelle le premier 
cercle de tous les genres , c’eft- à-dire y~ = ax — 
x 1 , y } = ax* — - x* , &c. Si on fait m = 3 & 
n — 2 , on aura y 5 = x 3 (a — x)* qui exprime le 1 

fécond cercle du cinquième ordre ou genre , & en 



* Cela peut avoir fon utilité dans la théorie des forces 
centrales. 

** En décrivant ces fortes de cercles , on verra qu'ils ne 
font pas tonds comme le cercle vulgaire ; mais qu'ils ont 
différentes formes , félon la nature de leur équation. 
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faifant m = i Sc n — j , on aura y s — x 1 I a — jr) 3 , 
troifieme cercle du cinquième genre. En géné- 
ral le cercle d’un genre quelconque eft dit premier , 
fécond , troifieme , Scc. lelon que n ( expofant du 
refte de l’axe ) eft = x , 2 , 3 , &c. 

Remarque. Nous eftimons le genre de la ligne 
par le degré de fon équation ; mais on peut aulli 
commencer à compter les genres depuis le cercle 
ordinaire , qu’on prendra pour le lercle du pre- 
mier genre , & alors le cercle que nous avons ap- 
pellé du cinquième genre fera feulement du qua- 
trième y de forte que le cercle de l’équation y m 1 =: 
ax m — x m + 1 fera feulement du genre m -j- 1 — 1 
= m. On voit que cela eft indifférent *. 

ç)i. Toutes les paraboles peuvent être repréfen- 
tées par l’équation y m + " = d m x” x " , en fup- 
pofant a = 1. Dans toutes ces courbes faifant 
x — o , on a aufli y = o. De même en fuppo- 
fant x infinie , y eft aufli infinie , pourvu quelle 
ne foit pas imaginaire. La diverfité des expofants 
m Sc n détermine la pofition des branches d’une 

{ tarabole. Suppofons , pour plus de facilité , que 
’on prenne la racine m -4- n de l’un Sc l’autre 
membre de l’équation générale pour avoir y == 

n 

a n x ” . Si m & n font des nombres impairs Sc po- 
fitifs, m + n fera un nombre pair , Sc x v fera une 
quantité pofîtive j donc y fera la racine d’un degré 

* En eftimanc le genre de la ligne par le degré de l'équa- 
tion , il n’y aura aucune courbe du premier genre , parce 
que , comme nous le verrons dans la fuite , une équation 
du premier degré à deux variables x & y , ne repréfente 
qu'une ligne dioitc. 

racin 



Digitized by Google 





Sections Coniques. trf 

Î iair d’une quantité pofitive j donc y aura deux va- 
eurs , l’une pofitive , l’autre négative j Sc du côté 
des abfcillès pofitives c b ( fig. 4 6.) , la courbe aura 
ueux branches c p , c q , l’une du côté c n des or- 
données pofitives , l’autre du côté cm des ordon-' 
nées négatives. Si on fuppofe x négatif , x n fera 
une quantité négative , Sc y deviendra imaginaire 
étant la racine paire d’une quantité négative (on 
fuppofe a pofitif ) ; donc du. côté c a des x né- 
gatives la courbe n’a aucune branche. Si l’équa- 
tion éroit y m + " = — a m x n , dans ce cas x étant 
négatif on aurait y”> + n -- a m x « . a in£ j a co Ur b e 
aurait deux branches du côté des abfcillès néga- 
tives , mais elle n’en aurait aucune du côté des x 
pofitives. Suppofons maintenant que m étant paire 
n foit impaire , afin que m -f- n foit un nombre 
impair. En fuppofant x poficif , x n fera aufii 
politifj ainfi^y fera la racine impaire d’une quan- 
tité pofitive , qui a une feule racine réelle Sc po- 
fitive * 5 donc la courbe n’a qu’une feule branche 
c p du côté des abfcillès Sc des ordonnées pofitives 
(fig. 47.). Mais en fuppofant * négatif x n fera aufii 
négatil j donc^ fera la iacine impaire d’une quan-r 
titc négative , qui ne peut avoir qu’une feule va- 
leur réelle & négative j donc la courbe a une autre 
branche c q dont les abfcillès Sc les ordonnées font 
négatives. Dans l’équation y m + " = — a m x " , aux 

* Cela cft évident en fuppofant 1 ‘ équation x * = c* , 

3 

' qui d&nnc * = y c* = c. Les deux autres racines 

J iu’on auroit en divifant x* — c* — o par x — c = 0 
ont imaginaires. En effet le quotient * l *4- cx-\~ c 1 = o ê 

donne * = — ~ -|- C ~ y" — 3. 

Tome II. G 
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abfciflès pofitives répondent des ordonnées néga- 
tives , & des ordonnées pofitives aux abfciflès né- 
gatives. 

Suppofons enfuite que n étant paire , m foit im- 
paire : .v étant pofitif , x" fera aufli pofitif , on aura 
donc com me auparavant une branchée/» (fig. 48.) 
du côté des x 5 c des y pofitifè ; mais parce que toute 
puiflànce paire d’une quantité négative eft pofitivc , 
x étant négatif, on aura x” pofitif ; donc^» fera 
une racine impaire d’une quantité pofitive ; donc 
la courbe aura une autre branche c q du côté des 
abfcitfes négatives & des ordonnées pofitives. 

' Dans l’équation y m + " = — a m x n l’une Sc l’autre 
branche fera fituée du côté cm des ordonnées 
négatives. 

Suppofons enfin que m 8 c n foient paires , m+n 
fera paire. Prenant x pofitif ou négatif , x n fera 
toujours pofitif j donc y fera la racine paire d’une 
quantité pofitive ; donc y a deux valeurs, l’une po- 
ntive , l’autre négative } & cela pour chaque x 
pofitive ou négative ; donc la courbe (fig. 49.) aura 
quatre branches , 5 c s’étendra tant du côté des x 
éc des y pofitifs , que du côté des x 5 c y négatifs. 
Mais la courbe de l’equation y m + " = — a m x" fera 
dans ce cas entièrement imaginaire. 

Remarquons en paflant que la parabole de l’équa- 
tion x m + a = a m y” eft la meme que celle donc 
nous venons de parîer , avec cette différence feu- 
lement que les ordonnées de celle-ci font parallèles 
aux abfciflès de la première 5 c les abfciflès pa- 
rallèles aux ordonnées. En fuppofant m = 4 5 c 
n = 1 , on aura y 5 = a 4 * , équation à la pre- 
mière parabole du cinquième genre , faifant m = 3 , 
n = a , on aura y s 5= a} x 1 3 fécondé parabole du 
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cinquième genre. En général on a les premières 
paraboles en faifant n = 1 , les fécondés en fai- 
fan c n ( expofant de l’abfcilfe ) = a , les troifiemes 
en faifant n *= $ , dcc. 

9 Si dans la courbe dm A ( fig. 45. ) on 
fuppofe que y 1 ; d X Ap =. a x — x 1 : : p : a t 

on aura l’équation à l'Ellipfe a -y x =;(« - x 1 ) *. 
Mais 11 Ton fuppofe quey”’^” : x m x (a — x) n : ; 
p ; a , on aura - + » = #"* ( n — x ) B , équa- 

tion aux Ellipfes des genres fupérieurs. Pour avoir 
la première Ellipfe du cinquième genre , pat 
exemple , on fera n = 1 j pour avoir la fécondé , 
on fera n = a , &c. • 

94. Dans l’Hyperbole en appellant le premier 

axe a , le paramétré p y on a - y' L = a x x* *. 

Mais fi on fait^y" + n : x m x (d -f- x) n : la : />,d’où 

l’on tire ^ y** ” = at”* ( <z -+- a: )* on aura 

l’équation aux Hyperboles des genres fupérieurs. 
Les premières , fécondés , troifiemes , 5 cc. Hyper- 
boles du feptieme genre , par exemple , fe déter- 
minent en faifant Iss 1,1,3, &c. 

Remarque. Si Pexpofant m -+- n de y eft 
un nombre impair , y ne peut avoir qu’une racine 
réelle , & feulement deux racines réelles fi cet ex- 

* En divifanc par a & multipliant par p , on trouvera 

y 1 = p x — ; donc en mettant la au lieu de a , 

a 

auroiey 1 =px — , équation trouvée ci-delTus(n 0 j 1). 

** On fuppofe ici l’axe =r<J & le paramètre = p. 

G z 
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pofant eft pair ; donc dans le premier cas à chaque 
abfcille il ne peuc répondre qu’une ordonnée , 8c 
deux dans le fécond cas j donc dans le premier cas 
il n’y a qu’une feule branche du même côté de 
l’axe 5 mais il y en a deux dans le fécond cas. 
Cette Remarque a également lieu pour les cercles , 
ellipfes 8c paraboles des genres fupérieurs- On va 
voir auüi que c’eft la même chofe pour les Hyperbo- 
les des genres fupérieurs rapportées aux afymptotes. 

95 . Si on fait x m : a m a n : y ” , on aura x m y n 
5 = a m + ” t équation aux Hyperboles des genres 
fupérieurs rapportées à leurs afymptotes *. De cette 

QtM 4 - » 

équation il eft aifé de tirer y n = — — . Si on fup- 
pofe x infiniment petit , on a y’ = * , & y = 
y/ 00. Mais en fuppofant x = , onay'so, 

a m + n 

8c y = o. De l’équation y 9 = — — , on tirej= 



J/" a m '+ n 



, équation qui fournit les conclufions 



fuivantes. Si m 8c n font impaires , ce qui arrive 
dans l’Hyperbole ordinaire , en fuppofant x po- 
fitif, x m fera aulli poficif \ donc j fera une racine 
impaire d’une quantité pofitivefkloncj n’a qu’une 
feule valeur réelle. C’eft pourquoi la courbe aura 
une branche p ( fig. $0 ) du côté des abfcifïes 
8c des ordonnées pofitives. Si x eft négatif , *”• le 
fera auili , 8c y fera la racine impaire d’une quan- 



* On peut aufli faire x” ; 4" : : a" : y” ” j d'où 

l’on tire a” — y m ~~ ” *” autre équation aux Hyperboles, 
qui donne les mêmes rcfultats que la première. 
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tité négative , racine qui n’a qu’une feule valeur 
réelle , mais négative ; donc il en réfultera une 
autre branche q du côté des x & des y négatifs. 

Si n eft impaire & m paire , prenant x pofitif 
ou négatif , x m fera toujours pofitif j donc y 
fera la racine impaire d’une quantité politive , qui 
n’a qu’une valeur réelle & politive ; donc la courbe 
( fig. j i.) fera compofée de deux branches p &c q , 
dont la première a les abfcitfes & les ordonnées 
poficives , la fécondé ayant les abfciflès négatives 
& les ordonnées politives. 

Si n eft paire & m impaire , x étant pofitif, x " 
le fera aulïi , Sc y fera la racine paire d’une quan- 
tité politive , qui a deux valeurs , l’une politive , 
l’autre négative \ donc la courbe aura deux bran- 
ches , l’une p ( fig. 5 z. ) du côté des ordonnées 
politives , l’autre q du côté des y négatifs. Si x 
eft négatif , x m le fera aulïi ; donc y racine paire 
d’une quantité négative fera imaginaire ; donc la 
courbe n’a aucune branche du coté des x néga- 
tifs. Dans tous les cas dont nous venons de 
parler , li l’équation étoit x m y» = — a m + * , il 
en réfulteroit les mêmes Hyperboles en changeant 
les x & les y pofttifs en négatifs & réciproque- 
ment. 

Enfin fuppofant que m & n font des nombres 
pairs , pour x pofitif ou négatif , on aura tou- 
jours x m pofitif , & y racine paire d’une quantité 
politive aura deux valeurs , l’une politive & l’autre 
négative correfpondantes à chaque x pofitif ou 
négatif \ donc la courbe (fig. 5 }. ) eft compofée 
de quatre branches p 3 g 3 q >r qui s’étendent tant 
du côté des x & y pofitifs , que du côté des 
x &C y négatifs. Mais les branches de la courbe 
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dont l’équation feroit x m y" =s — a m + n font dans 
ce cas imaginaires. 

Remarque. Les Hyperboles dont nous venons 
de parler dans ce dernier cas , ne font autre chofe 
que les Hyperboles des cas précédents unies en- 
semble. Car en prenant la racine quarrée jufqu’à 
ce que l’un des expofants de x ou de y , ou tous 
les deux foient impairs , on aura une équation , 
dans laquelle , à caufe du double ligne + > il 
fe présentera deux Hyperboles qui appartiendront 
à quelqu’un des cas ci-delïùs. Il eft vilible qu’il 
faut raifonner de même par rapport à l’équation 
à la parabole y mJrn = a m x n , lorfque m de n font 
des nombres pairs. 

9<j. Difons un mot des Courbes , qu’on nomme 
P arabolo'ides. On appelle ainfi toutes les courbes 
dans lefquelles l’ordonnce y multipliée par une 
confiante = i , ou différente de l’imité , eft égale 
à une fonction rationelle & entière de x . Telle 
eft la courbe de l’équation a 1 y — x 1 -+- bx 1 -t-d 5 . 
L’équation générale des paraboloïdes eft a m ~ 1 y = 
x m — b x m ~~ 1 -^ac x m ~ z . ..... +a m —' 

Parce que^ ne monte qu’au premier degré, il eft 
évident que fa valeur eft toujours réelle , loit qu’on 
fuppofe x pofitif ou négatif } donc la courbe 
( fig. 54. ) n’eft point interrompue , mais elle s’é- 
tend à l’infini au côté des x pofitifs & du coté 
des x négatifs. Si l’on fuppofe x infini foit pofi- 
tif , foit négatif , en négligeant tous les termes , 
qui, en comparaifon de x" font regardés comme o, 

on trouve l’équation y = -« Dans cette 

même fuppofition de x = «s , fi m eft impair y 
fera pofitif fi * eft pofitif , & négatif (t x eft 
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négatif. Mais une courbe continue , «dans laquelle 
y doit pafler du pofitif au négatif, doit néceffai- 
rement couper la ligne des abfcilfes ; or elle la 
coupera ou en un , ou en trois , ou en cinq ôcc. 
points : enforte que le nombre des interférions 
fera impair. En effet fuppofons que la courbe eft 
paflée des y politifs aux négatifs en coupant une 
fois la courbe , fi elle repaüe du côté des y pofi- 
tifs en coupant une fécondé fois la courbe , elle 
ne peut repaffer du côté des y négatifs qu’en 
coupant trois fois la courbe , & ainfi de fuite ; 
donc &c. fi m eft paire x étant infini , pofitif 
ou négatif , x m fera toujours pofitif auffi - bien 
que j or une courbe continue , dans laquelle y 
répondant à un x infini , pofitif ou négatif, 
eft toujours pofitif, ne coupera point du tout la 
ligne des abfciflès , ou la coupera en deux , et» 
quatre , en fix &c. points , en forte que ie nom- 
bre des interférions fera pair. En effet en paffant 
d’abord des y pofitifs aux négatifs , il doit fe 
faire une interfeéfcion , & pour repatfer aux y po- 
fitifs il doit s’en faire une fécondé , & ainfi de 
fuite. Si dans le dernier terme k eft négatif, en 
fuppofant x = o , on aura y = — k ; donc dans 
ce cas il y aura au moins deux interférions. En 
effet x étant pofitif & d’une certaine grandeur j 
y le fera auffi évidemment ; mais x étant = o , 
y devient négatif ; donc la courbe cout^ une fois 
la ligne des abfciffes avant que x devienne o , &c 
comme y eft pofitif lorfque x négatif eft infini , 
la courbe repaüe néceffairement du côté des y po- 
fitifs } donc &c„ 

97. Corollaire I. U fuit de ce que nous venons 

G 4 
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de dire , que toute équarion d’un degrc impair a au 
moins une racine réelle , & fi elle en a plufieurs 
leur nombre eft impair. Car fuppofons tous les 
termes de l’équation égaux à y , en concevant 
décrite la courbe que repréfenre cette équation &c 
dont a b foit la li^ne des abfcilïès , il eft vifible 
que les racines reelles de cette équation fe trou- 
veront en faifant y = o * j or y eft o au point 
où la courbe coupe la ligne des abfcilïès \ donc les 
abfcilïès comprifes entre l’origine & les points d’in- 
terfeétion font les racines réelles de l’équation. 
Mais on a prouvé qu'il y a au moins un point 
d’interfeéfcion , & que quand il y en a plufieurs 
ils font toujoucs en nombre impair j donc une équa- 
tion déterminée ** d’un degré impair a au moins 
une racine réelle , & fi elle en a plufieurs elles 
Jonc toujours en nombre impair. Si Tinrerfeétion 
avoir lieu à l'origine des abfcilïès * il y aurait une 
racine =p o , & Te dernier terme manquerait. De- 
là on peut conclure que les racines imaginaires 
font toujours en nombre pair dans une telle équa- 
tion, Car fi- d’un nombre impair de racines vous 
Êtez un nombre impair de racines réelles, il ref- 
tera un nombre pair de racines imaginaires. 

98. Corollaire II. Les équations de degré 
pair nont aucune racine réelle , ou en ont tou- 
jours un. nombre pair. Car fuppofant la fomme 
des termes d’une équation de degré pair égale à y, la 
courbç doit couper la ligne a B (fig. 55,) des abfcilïès 



* C’eft la même chofc que de faire la fommç de tous 
Jes termes d'une équation égal© à o, 

' ** Une équation déterminée eft celle qui ne contient 
qu'une inconnue. 



1 
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dans un nombre pair de points , ou ne la point 
couper du tout, ainfi que nous l’avons déjà prou- 
vé. Mais Ci le dernier terme de l’équation eft né- 
gatif , la Courbe coupant alors la ligne des ab- 
lcifles au moins en deux points , l’équation déter- 
minée aura au moins deux racines réelles ; Sc en 
général il y aura autant de racines réelles qu’il y 
aura de points d’interfeétion ; 4onc il y aura un 
nombre pair de racines réelles ; donc les racines 
reliantes , s’il y en a, feront en nombre pair Sc 
imaginaires. 

99. Corollaire III. 11 fuit des deux Corol- 
laires précédents, que dans toute équation rario- 
nelîe & déterminée , les racines imaginaires , s’il 
y en a , font toujours en nombre pair , ce qu’on 
fait d’ailleurs. 

De quelques ufages des Sections Coniques. 

100. On fait ufage de la Parabole & de I'Eilipfe dans 
la conftruétion des vaifîeaux. Lorfqu’on veut donner beau- 
coup de façons à un vaiflcau , on fe fert de la Parabole 
pour placer le maître couple ( c'cft le plus grand couple 
du vaiflcau ). Ayant décrit un rcétangle m n b a ( fig. 

5 6 .) , dont la longueur m n eft égale à celle du baux, 

6 la hauteur m a eft le creux du navire ( c’eft-à-dire , eft 
égale à fa profondeur , à compter depuis le baux ) ; de 
part & d'autre du milieu q de a b , on prend les lignes 
qg , q h égales au demi - plat de la varangue ( les varan- 
gues font les pièces qui portent immédiatement fur la quille , 
le demi-plat eft leur longueur horifontale compté à droite 
6u à gauche de la quille en allant vers b ou vers a , & 
joignant les deux demi-longueurs enfemble, l'on aura la 
longueur entière )j & ayant mené go , ho perpendicu- 
laires à b a 8 c égales chacune à Yacculement ( l'acculernent 
eft la diftancc de l’extrémité o de la varangue à la ligne 
horifontale a b ) , on décrit deux paraboles égales m 0 , 
no, dont l’axe commun eft la ligne mn , St qui doivent 
palier par les points o Si 0. Pour pouvoir décrire ces p 
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raboles , H futfit de trouver leur paramètre -, or en pro- 
longeant k o jufques en / , & prenant une ligne troifteme 

f iroportionnclle a l'abfcifle ni & à l’ordonnée ol , on aura 
c paramétré cherché ( 19. ). Le paramètre p étant connu 
avec les fommets m & n , il fera aifé de tracer ces pa- 
raboles. Pour tracer les demi - varangues q 0 , ayant tiré 
la ligne droite qi 0 , on la partagera en i en deux égale- 
ment ; on partagera aufll i o en deux parties égales en r, 
& par le milieu r jon lui mènera la perpendiculaire r k 
jufqu’a la rencontre tic la ligne ox déterminée, en fai- 

fant l x — — , ce qui fait voir que x o cft la normale de 

la parabole par rapport au point o ( n. ). Du point k 
comme centre , & de l’intervalle ko on décrira un petit 
arc de cercle 0 i , qui touchera évidemment la parabole 
en 0, puifque le centre de ce cercle fc trouve fur un point 
k de la perpendiculaire à la tangente en o de la parabole , 
ce qui fait que cette tangente appartient à la parabole Sc 
à l’arc o i. Ayant tiré k i & fait le prolongement i / s=s 
ik, du point t comme centre & de l'intervalle r i , on 
décrira un petit arc i q * concave du côté d et, lequel 
touchera l’arc i o en i , puifque ces deux arcs ayant leurs 
centres fur la meme ligne , leurs rayons doivent être per- 
pendiculaires à une tangente commune qu’on meneroit 
par le point i à l’un des deux arcs. On s’y prendra de même 
pour achever l’autre moitié ; mais on fe fert de l'Ellipfc 
lorlqu’on veut donner beaucoup de capacité à un vaifleau. 

101. Suppoftnt que m n (fîg 57.) repréfente la demi largeur 
duvaifleau**, m M la ligne du creux, M q le demt-plat de ta 
varangue, Mb l’acculemenr. Prenez CJ = mn, fur es comme 
côté , conftruifez le quarré cxy s, du point c & du rayon 
es décrivez le quart de cercle sox, partagez c x en un 
grand nombre de parties égales , par les points de divir 

- - ■ ... — a 

* Puifque i k = it ko , il cft vifible que le cercle 
décrit du point t avec le rayon i 1 , doit palier par les extré- 
mités i Sc q de la ligne iq , comme l'arc de cercle décrit du 
point k avec le rayon k i paffe par les extrémités i Sc 0 de 
Ja ligne io = iq. 

** Nous l'appelions ainfi , quoique la vraie demi-largeur 
ç g foit plus grande de la quantité 5 M. 
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fion tirez des parallèles à xy , divifpz mb = ni en un 
même nombre de parties égales , portez chaque o h fur 
la divifion correfpondante en prenant OH=oA, & voqs 
aurez une partie n b de la moitié du maître couple. Pour 
avoir la partie inférieure tirez la ligne b q, fur le milieu ç 
de laquelle vous mènerez la perpendiculaire h { jufqua la 
rencontre en k du prolongement de m b. Du point k comme 
tenue avec le rayon k b — qk , vous décrirez l’arc b q 
pour avoir la moitié n b q du maître couple , l'autre moitié 
fe confirait de même. 11 nous refia à faire voir que la 
courbe n O b cfl elliptique. Soit fuppofée mn le petit demi- 
axe , m b le demi-grand axe d’une Ellipfe. Par confltuc- 
tion les lignes nH, ni font dans le rapport de s h : s y ; 
puifque les points h 6c H font fuppofés fîtués fur des di- 
’vifkms corrcfpondantes ; donc on a s y = c x = mn : 
s h = p o : : ni = mb : «H = « O ; donc mb . u O 
: : c x : po. Ou ( alternando ) m b : c x : : uO : p o ; c’efl- 
à-dire que les ordonnées à la courbe n O b & au quart de 
■cercle s o x font toujours dans le rapport confiant du demi- 
axe mb au rayon du cercle ex, ou du demi-giand axe 
mb au petit demi-axe nm ; donc la courbe nOb appar- 
tient à une Ellipfe *. De plus b étant l'extrémité du demi- 
grand axe , la ligne b i perpendiculaire fur mb e fl évidem- 
ment tangente de l’Ellipfe ; or elle efl aufTi tangente de l'arc 
circulaire b q, puifqu'clle cfl perpendiculaire fut l’extrémité 
b du rayon k b de cet arc ; donc ççt arc touche l'Ellipfe en b, 
- loi. Problème. Suppofant que le rejfort dune ment' 
tre J bit tel qu'en fe débandant fa force décroifje comme les 
lignes mp , no, s h 6>c. ( fig. y 8.) , ou comme les éléments 
du triangle mp i , on demande la figure que doit avoir la 
fit fée { ty pour que le mouvement de la montre fait tou- 
jours uniforme. Soit mp h force du rcilbrt au commence- 
ment de fon débandement , s h fa force , lorfque la fufée 
efl entièrement dévidée , m i Taxe de ]a courbe cherchée. 
Soit = y l'ordonnée n t qui repréfente le levier , à l'extrc- 

* Car en faifant mb=a , cx = b , uO~y, c / j=s 
fnu =x, po = ç , l'on aura aa : b b : : y 1 : {*. Mais 
par la propriété du «rdc — x x i donc y 1 =» 

(** — **). 



Digitized by Google 




lot Cours de Mathématiques. 

— 1 1 — • ■""" ■ 1 1 

mité duquel agit la force n o. Parce que le produit de la 
force no x y doit être confiant *, foit ce produit -=.a.d. 
En fuppofant si — btehs— d,\cs triangles fembla- 
blcs si h, ino donnent isish :: in : n o% ou (en fai- 

fânt s n — p) b : d :: b -J- p : no = ^ ^ . 

b S 

, j o t d d, (é— f — p ) 

mais no X y = a. d s donc no = = — — . 

y b > 

d, d • b 

donc a. b. d = d X ( i -h f ) Xy, ou — - — = (J-f -p) 

Xy, oatfi — c*= *.y, en fuppofant c moyenne pro- 
portionnelle entre a 6c b , & * = b -f- p ; or cette équa- 
tion appartient à l'Hyperbole rapportée a fes afymptotes; 
donc , dans cette fuppofîtion , la fufée de la montre doit avoir 
la figure d'un hyperboloïde formé par la révolution d'une 
Hyperbole autour de fon afymptotc. 

La Parabole te l'Ellipfe font d'un grand ufage dans 
l'Aflronomie pour calculer le mouvement des Cometes te 
des Planètes. Dans la féconde édition de nos Inflitutions 
Mathématiques , nous avons fait des applications très-inté- 
relfantcs de ces courbes à la Théorie des Forces Cen- 
trales , à l’Aflronomie Phyfique , à la Dioptrique te Catop- 
trique , auxquelles nos Leélcurs pourront avoir recours , 
(‘ils le jugent à propos. 



Des Courbes Algébriques. 

,N ous avons déjà dit dans les Sections Co- 
niques (89.) qu’une Courbe Algébrique eft une 
Courbe exprimée par une équation algébrique / qui 
contient le rapport qu’il y a entre les ordonnées 
& les abfàffes. Les Lignes algébriques l font dires 
du premier , fécond , troifieme &c. ordre , félon 
que leur équation eft du premier , fécond , trofi 
neme &c. degré. Ainfi l’équation au cercle y 1 =z 

• Afin que le mouvement des roues foit uniforme. 
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a* — x 1 j ou en tranfpofant, / + r — a 1 = o 
eft du fécond degré , 8c le cercle efl une ligne al- 
gébrique du fécond ordre. L’équation y s = ui ! , 
ou y 3 — ax 1 — o repréfente une ligne du troi- 
fierae ordre. En général une ligne d’un ordre quel- 
conque peut être répréfentée par l’équation 
g x n - 4 - hy r x‘-+- L— o , en prenant pour/j™ tous 
les termes qui ne contiennent qu'une feule puif- 
fance dej, pour gx n tous ceux qui ne contiennent 
qu’une feule puifïance de x , pour hy T x 1 tous ceux 
qui contiennent à la fois x 8c y. Mais / repréfen- 
tera le terme confiant ou les termes confiants s’il 
y en a plus d’un , & l’on fera /— o , s’il n’y a point 
de terme confiant .cUns l’équation. Ainfi s’il s’agit 
de l’équation ay z 4 - cy 4 - b x 4 - dx 3 4 “ P x y + 
q xy 1 4 - g = o , f y m repréfentera ay 1 8c cy , 
gx n repréfentera bx 8c d x 3 , h y r x’ repréfentera 
d’abord pxy , 8c enfuite qxy 1 , enfin l’on fera 

1 "g- a - . , 

a. Problème, Etant donnée P équation . d’une 
courbe algébrique ( quon appelle aujji géométrique ) > 
décrire cette courbe ( fig. 1 .). Suppofons les ordon- 
nées perpendiculaires aux abfcillès , 8c donnons aux 
abfciilès x plufieurs valeurs fuccelïives depuis o juf- 
qu’à v » , 8c pour chacune de ces valeurs cherchant 
les valeurs correfpondantes dey , on mènera aux 
points correfpondants les ordonnées p m pofitives 
ou PM négatives , 8c par les points m 3 M 8cc. 
on tracera la courbe m c M. Par exemple , pour dé- 
crire la courbe de l’équation y 3 — ax 1 = o , fup- 
pofant x = o , on aura y = o ; donc prenant le 
point c pour l’origine des abfciffes , la courbe paf- . 
fera par ce paint. Faifant enfuite x = 1 , on aura 

y 3 = a ÔC y = y/à i & fuppofant u b= j- , on 
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aura^ t= -j. * Prenant donc c a x=z i , on me* 
nera l’ordonnée baxz~ , & le pointé appartiendra 
à- la courbe. Faifant x = a , on aura y i = 4 a = j , 

& = |/ï ^ prenant donc c/=^ = a,on pren- 

3 _ 

cfra p m = y/| (ce qu’on peut faire du moins 
par approximation , en fe fervartt des décimales ). 
Faifant enfuite fucceflivement x = 3 , 4 , &c. ÿ , ^ , 
2 7 , &c. on cherchera les valeurs correfpondantes 
de y. Faifant de même x = — 1 , = — 1 , &c. on 
aura les valeurs de y correfpondantes aux abfcilïes 
négatives. Faifant palfer une courbe par les extrémi- 
tés de tous les y trouvés , on aura la courbe 
Mcto d’autant plus exactement qu’on aura pris 
les y plus proches l’un de l’autre , & qu’on aura 
trouvé des valeurs plus exactes de ces y. 

Exemple fécond : foit l’équation de la courbe , 
4 

y = y/ x y/* 3 - Je remarque d’abord qu’en pre- 

nant b a ( fig. 2. ) pour l’axe & a pour l’origine des 
abfcilTes , la courbe ne doit avoir aucune branche 
du côté des x négatifs j car en fuppofant x 

négatif l’on aura y — V —— x + y/ — x 3 quan- 
tité imaginaire. On ne peut pas non-plus prendre 

le radical y/i en — , car alors y/V deviendroic 
y/ (— x. V x ) , quantité imaginaire. Suppofant main- 
tenant x 1 , nous aurons y = 1 Hh 1 , ou. 
y = i &cy =0 ; donc en prenant a b = 1 , une 



* a peut défi^ner ÿ de pied ou de pouce , &c. cela eft ar- 
bitraire. Si a délïgne | de pied , l’unité de ligne défignera. 
1 pied , & fi a. déligne \ de pouce , l’unité *dc ligne défi— 
gnera 1 pouce. 
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des branches &m de la courbe rencontrera l’axe 
en b , l’autre branche a n palîèra par le point n , 
extrémité de l’ordonnée bn =z u Si * = aP == 

■— , l’on aura ( par approximation ) y = i. 74 1 , 

& y s= o. 047. Le point N de la plus grande or- 
donnée appartiendra à la branche an , & le poinc 
m de la plus petite ordonnée P m 3 appartiendra à 
la branche a m b t & parce que entre a &c b les 
deux valeurs de y font toujours pohtives , les deux 
branches am 3 an font fituées au deffus de l’axe. 
Mais eu fuppofant x > 1 , on trouve pour y deux 
valeurs , l’une pofitive & l’autre négative j de forte 
que la branche a n refte toujours au - deffus de 
l’axe & la branche amb defcend au-deffous du 
même axe. Si l’on calcule les valeurs de y en dé- 
cimales , on trouvera autant de points de la courbe 
que l’on voudra \ & cela d’autant plus exactement 
qu’on pouffera l’approximation plus loin. Si on fup- 

I i I 

pofe x — oq y on aj= 00 1 -j- 00 * = -f- 00 + 

( parce que le premier terme difparoît devant le 
fécond ) j donc les deux branches s’éloignent infi- 
niment de l’axe des abfciffes , l’une en deffus , 
l’autre en delïbus. On peut remarquer en pafiânc 
que les deux branches en partant du point a tour- 
nent leur concavité du même côté , de forte que 
la convexité de l’une eft tournée du côté de la 
concavité de l’autre. 

Si on avoit l’équation x' — x y = o, * 

on fuppoferoit fucceflivement x = 1 , z , $ ,&c. — 1, 

< — 1 , & c. & l’on réfoudroit l’équation du troifieme 
degré qui réfulteroit de ces fuppofitions. Les ra- 
cines feroient connoître les valeurs correfpondanres 
de y. Si l’on ne pouvoir réfoudre l’équation que 



« 
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par approximation , on n’auroit que des valeurs 
approchées de y *. 

3. Problème. Etant données plufteurs quantités qui dé- 
rivent d'un égal nombre d'autres quantités , trouver la loi 
( du moins approchée ) que fuivent ces quantités. Par cicm- 
pli: , étant données les quantités a b , h c , fg ( fig. 3. ) qui 
dérivent des quantités dit , de , df par une loi inconnue, 
trouver cette loi ( du moins par approximation ). Regar- 
dant les quantités b a, ch. Sic. comme les ordonnées U les 
quantités d a , de. Sic. comme les abfciiTes d'une courbe 
qui pafleroit par les points b , h, g , on fuppofera y = 
a — j— b x -H cx l , en prenant autant de termes que loti a 
de points donnés. Les quantités a , b , c font confiantes , 
mais indéterminées. Pour les déterminer on fuppofera que x 
étant — d a , y c ft = £ <* , ce qui donnera une équation 
dans laquelle „on aura trois inconnues a , b Si c. Suppo- 
fant en fécond lieu qu'ayant x = de , l'on a y = ch, 
on aura une nouvelle équation , dans laquelle il y aura 
les mêmes inconnues a , b , c. Enfin en fuppofant que x 
valant df, y efk x=x f g ,'on parviendra à une troiheme 
équation qui aura la même condition. L'on aura donc trois 
équations & trois inconnues a , b , c } donc on pourra 
aifémcnr trouver les valeurs de ces trois inconnues. Sublti- 
tuant ces valeurs dans l’équation y=a -f- b x -f- ex 1 , 
on aura la loi cherchée y = — |— V x-j-c' x 2 {a' , b 1 , t! 

défignent les valeurs de a , b , c , données par les équations 
dont nous venons de parler ). Maintenant pour connoîtrc 
la quantité pm qui répond à la quantité dp , à la place 
de x on fubflituera la valeur connue d c dp dans la formule 
que nous venons de trouver, & p m ou y deviendra con- 
nue. Cette méthode s'appelle la méthode des interpolations , 
qui eft d'un grand ufage dans l’Aftronomie. Suppofons, par 
exemple, qu’on ait trouvé a = j , b’ = 1 , Sc c' = i j 
& qu'on demande la valeur de y = p m , en fuppofant 
*== 1 H- f , on aura y = i -f- 1 -f- i I -f- 7 = 



* Si l’angle des coordonnées étoit donné de 30 0 , par 
exemple , on meneroit les ordonnées parallèles emr'elles Sc 
/faifant avec l'axe des x un angle de 30°. 

i-h 
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Mais Ci i’on avoit y — d — ns pour avoir x =— 
dn, on réfoudroit l'équation t x 1 -f- h' x -J- d = d. 

Du changement des Coordonnées x & y. 



4. Soit une courbe ch m (fig. 4.) dans laquelle 
le point a foit fuppofé l’origine , ôc ap l’axe des 
x , enforte que ap — x. Si on veut changer cette 
origine de maniéré qu’on veuille compter les abf- 
cifles depuis le point d fur le même axe , l’or- 
donnée a b — y reftera évidemment la même qu’au- 
paravant. Suppofons la nouvelle abfcille ^ = 
ad — f. Dans ce cas on aura ap — x = 0 — /. C’eft 
pourquoi fi dans l’équation de la courbe on fubftitue 
a la place de x & de fes puiffances t—fôc fes 
puilfances , on* aura une équation entre t ôc y qui 
repréfentera la même courbe , avec cette différence 
que l’origine des abfciflès fera en d 3 au lieu qu’elle 
fe trou voit ci-devant en a. Si le point d étoic 
fitué en D à la droite du point a , f deviendrait 
négative , ôc l’on aurait x = t -y- f. L’abfciflè D p 
ferait négative lorfque le point p tomberait à la 
gauche du point D , ôc pofitive dans le cas con- 
traire. Suppofons maintenant qu’ayant tiré la ligne 
sq parallèle à l’axe * cp , on veuille prendre le 
point g de cette ligne pour l'origine des abfciflès. 
Appellant les nouvelles abfciflès gq(t),ôc les 
ordonnées m q ( a ) , fi on fuppofe ha — g ri — 
fs h g = pq — g, ;on aura gq — gn nq — 
h a - 4 - a p — f -i- x — 1 1 ôc x = t — f } m p 
— mq-— pq — u — g —y (Ci la ligne sq étoit fituée 






* Nous entendons ici par aie des abfufl’es la ligne fut 
laquelle on prend les abfciflès , foit que les ordonnées foient 
perpendiculaires ou obliques à cette ligne. 

Tome II. H 
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au-deflus de d a , l’on auroit y — u -\-g) ; c’eft pour- 
quoi fi dans l’équation à la courbe , à la place de x 
on fubftitue r — /, & u — g au lieu de y , on aura 
une équation entre u Sc t qui repréfentera la même 
courbe \ mais dont l’axe des abfcifles fera s q , & 
l’origine des abfcifles le point g. 

5. Problème. Etant donnée l’équation à une 
courbe Am, dont les coordonnées x 3 y font per- 
pendiculaires l’une à l’autre , trouver une équa- 
tion qui exprime cette même courbe rapportée à 
un axe flfr oblique au premier ( fig. 5.) , en fup~ 
pofant ordonnées mt obliques ou perpendicu- 
laires à cet axe. Soit fuppofé le point d t la nou- 
velle origine des abfcifles , l’angle R t m des nou- 
velles coordonnées = h , fon finies = p , Sc fon 
cofinus = q. Du point d tirant d g parallèle à m po 3 
nous ferons a g = f 3 dg — g — p o. Ayant mené 
d o parallèle au premier axe , foit = m le flnus de 
l’angle odt , fon cofinus = n. Menons mq per- 

? endiculaire fur dt , 5 c faifons dq = f Sc q m—q. 

aifons de plus les coordonnées obliques d t = r , 
t m — s. Tirons enfin Ifs lignes o P , 0 Q perpen- 
diculaires , l’une fur mq , l’autre fur dt. Cela pofé, 
le triangle reéfcangle m q t donne le rayon R (que 
nous fuppoferous = 1 , à quoi l’on doit faire at- 
tention ) : cof. m t q (q) :: m t (s) : qt= ~ =s 

S q 

•r- = s q ; donc d qz=: t = d.t — qt — r — s.q. Le 

même triangle donne finus total ( 1 ) : fin. m t q 
( p ) ! : s : u — p. s. De plus le triangle reétangle 
moQ donne 1 :y g : n : mQ* — n.y -t- n.g. 



* A caufc de mo = mp -f- po =y -f- g , Sc de l'angle 
p <» Q = qid. £u effet les tiiaugles îcffangles imo , i dq 
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Le même triangle donne i i y g ;; fin. Ç) mo 
ou fin. i d q O) : Qe= ? P zzy.m g.m. Le 
triangle re&angle o d P donne i : m : : do —ga 4- 

a P — / “H x ■ 0 P = m j -+- m x. Le même trian- 
gle donne i : n \\ do (/-+-*): d P = a .x 
n.f donc dq — t = dP — qP = nf -4- nx — 

8 m y m » q™ — mQ~\~ qQ^ m Q± 

oP zz m f -4- tu x -4- n g *4- n y, Lorfque l’angle 
dtm devra être droite on aura p = i & q — 0 . 

De ces équations on peut tirer facilement les 
valeurs de x & y. En effet biffant * feul dans 
un membre fans le délivrer de fon coefficient , la 
première équation donne n# = r+ my -ygm — 
nf 3 la fécondé donne m x = u — m f — ny — 
n g. Faifant zz a dans la première & = b dans la 
fécondé , toutes les quantités du fécond membre 
qui ne font pas affe&ées de y > on a les deux équa- 

C1 ° ns /BJC= -ny I+I 1 Multipliant . la première 

par m & la fécondé par n on aura ces deux autres 

équations m * _ ''^nny ^ * £ Otant la fécondé 

de^la première , réduifant 8 c tranfpôfant , il vient 
(m 2 ~p n 1 ) Xy= n b — m a y &c divifant par m 2 -y n % 
~~ 1 * > 1 011 trouve y zz n b — m a — nu — mt — g 



ont leurs angles en i oppofés au Commet , 8c par confécjuent 
«gaux , ils ont de plus chacun un angle droit ; donc [‘an- 
gle d de l'un eft égal à l’angle m de l’autre ; donc les triangles 
re&angles d i q , mo Q ayant leurs angles eo d 8c m égaux , 
ont les angles m oQ , d i q égaux ; donc moQtft complé- 
ment de q do. 

* Parce que dans un triangle reéfangle dont l’hypo- 
thénufe = i » le fînus d'un des angles aigus = m , le 
Jums de l’autre angle étant = n , fon a jw* n 1 = i , 

H 2 



~1 
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( en fe fouvenant que /n* -t- n 1 = i ). Subfti tuant 
cette valeur de y dans la première équation , on en 
déduira facilement x = -4- m u n t — f. On 
vient de voir que u = ps, & t = r — s q. Subf- 
tituant donc ces valeurs au lieu de « 8c de t , 
la courbe fera- rapportée aux coordonnées s &c r. Si 
l’angle dtm eft droit , on aura q — o , pz=.i >u = s 6 C 
r = r. Ces déterminations peuvent s’appliquer à tout 
axe d P firué dans le plan de la courbe 8c faifant un 
angle quelconque avec le premier axe. De plus il eft 
évident qu’en fubftituant à la place de x & y les 
valeurs que nous venons de trouver , dans l<a nou- 
velle équation à la courbe les r & les u , ou les r 8c 
les ^ 11 e monteront qu’au même degré que les x 
8c les y , ou leurs produits , & que le degré de 
l’équation & par conféquent l’ordre de la courbe 
ne changera pas par cette fubftitution *. 

Si on a une courbe mm { fig. G. ) dont l’axe des 
abfciffes foit a. p , l’origine des x en a hors de la 
courbe , ou en a! fur la courbe , ou en A dans 
la courbe , fi on change les x en y les d m , q m 
ou a p 3 a! p y A p deviendront y , 8c les p m de- 
viendront ad y a! q y A d , ou x & la ligne nad y 
ou n cl q y ou n A d deviendra l’axe des abfciftes ; 
or cette fubftitution ne changera pas le degré de 
l’équation , ni par conféquent l’ordre de la courbe. 
On appelle axe des ordonnées une ligne droite pa- 

puifqut le quarré de l’hypothénufe eft égal à la fommc 
des quarrés des deux côtés qui comprennent l’angle droit. 

* Si la courbe étoit rapportée aux coordonnées obliques 
rScs , on pourroit la rapporter aux coordonnées perpendi- 
culaires / & u en faifant s— - & s q, le ligne -f- 

•auroit lieu fi l'angle dtm étoit aigu & le ligne — s’il étoit 
obtus. 
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rallele aux ordonnées 8c qui paftè par l’origine des 
ablcilles ; 8c il eft vilible , par ce que nous venons de 
dire , qu’on peut changer l’axe des x en celui des y , 
ôc réciproquement fans changer l’ordre de la cqurbe. 

Suppofons maintenant que l’angle H A b ( fait 
par l’axe A b des x 8c l’axe A H des y ) eft obli- 
que ou droit , comme on voudra , 8c qu’on veuille 
rapporter la courbe aux nouveaux aies A B , A h 
(fig. <î. A) qui font entr’eux un angle quelconque. 
Je prends A h = i ( i lignifie l’unité de ligne) = A b 
ôc je mene h C parallèle à A b , h H parallèle à 
A B , b B parallèle à A H ; 8c fuppofons que l’on 
ait A b : b B \ \ i :/?,.& A4: AB:: i : q. Les 
triangles HA C, A B A., ayant leurs côtés parallèles, 
font femblables 8c donnent AB:AA::HA;CA 
ôc A B : B^0: H h : C H. Si donc on fait H h=zt t 

A H = s on aura q : i “ t': Ch — -. Mais i ; 

t q 

pllkb: 4B::CA:CH; donc C H = — j & A C 

1 

— s — — . Maintenant puifque F E = A d étant = x 

par rapport à l’axe AA,&dE = AF étant j', fi l’on 
fait Ee (parallèle à A4) = A/ = u 8c f E = 
A e = £ , les triangles femblables A C h , AF f 

donneront x : j AF =y = i-u- P -Lü* 

î q 

On aura aulïi A h : C h : : A / : F/, ou i : - Il u: 

F/= — . Donc * = F E = F / + Ace — -f r. 

q q , 

Subftituant ces valeurs de y 8c de x dans l’équa- 
tion de la courbe , elle fera rapportée aux coordon- 
nées i , & aux axes A B 8c A h. Si l’on vou- 

H j 
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Ioit feulement changer l’axe A b des x pour rappor- 
ter la courbe aux axes A H & AB, l’on ferait 
AB = i , bB = a > Ab = b,&c les triangles 
femblables A B b , Ad g donneraient i : a ", : A g 
( que je fais = ï ) : d g = ; donc E g = E d + 

d g = y + a ^ — u , 8c y — u — a £ (fi la ligne 
AB étoir fi tuée au-deffus de Ab , on aurait y =* 
« + a l)- Si l f on fait maintenant i : b : : A B : A b 
A g : A d — x z=. b ■{ ; 8c qu’on fubftitue dans 
l’équation de la courbe les valeurs de y 8c de x que 
nous venons de trouver , elle fera rapportée- aux 
axes A H & A B. Si l’origine des abfcitfès a parte 
de a en d ( fig. 5.) & que l’angle des coordonnées 
ait varié , on pourra fe contenter d’ecrire % -H 



— f yS u — g au lieu de^pf 5c de y. 

S. Cherchons maintenant quelles font les lignes 
géométriques du premier ordre , défignées par une 
équation quelconque du premier degré compofce 
de x , y 8c confiantes. Soit l’équation générale du 
premier degré ny = m a — p- mx , ou y es=a 



m a — )— m x 



ma repréfente toutes les quantités 



confiantes , 8c m le coefficient de x qui peut être 
pofitif ou négatif. Sur la ligne mn { fig. 7. ) qu’on 
prendra pour l’axe des abfciflès , qu’on fuppofera 
pofitives du côté de n 8c négatives du côté d em, 
ou réciproquement , en fuppofant les quantités n , 
m y a pofitives , prenons le point a pour l’origine des 
abfciües & faifons C a — a. Si l’on fait a r quatrième 
proportionnelle aux lignes données n , m , a , éle- 
vant a r perpendiculairement à la ligne m n , par 
le point C & le point r on mènera la ligne droite 
B d qui répondra à l’équation propofée. ftn effet 
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fuppofant au — x t l’ordonnée u q ( parallèle a ra ) 
•= y , on aura C u — C a au — a x , $c 
à caufe des triangles femblables Car , C u q on 

aura C a (a) : ar ^ II Cu ( a x ) : u q 

m a — m x . e r 

—y — — — . Si on luppole a — o , on aura 



»! JC 

n 



a r = ^ = o & l’équation deviendra ^ = 
n 

Faifant C/ = /t , / g = to & menant par £ & C 
la ligne d B , on aura la ligne cherchée , en fup- 
pofanc l’origine des x en C. En effet les triangles 
femblables Cuq , Cf g donneront Cf[n) : f g ( m ) 
: : C #(*•)( à caufe de l’origine des x en C ) : u q — 

y = — . Si c étoir négative l’équation feroit y — 
. Prenant CA=-a, le point A pour 



m x 



m a 



ma 



l’origine des abfcilîès , & AR — — (AR eft 

fituée du côté des_y négatifs ) , les points R & C de-* 
termineront la polition de la ligne Bd. En effet les 
triangles femblables C A R , C u q donnent C A ( — d) : 

AR ( = ^) ::Cu =Au — c A = A* — a T 
. Si fuppofant m , n, a po- 



m x ■ 



m a 



uq=y=- 



ma — mx 



fitifs , * étoit négatif, on auroit y = 
quantité pofitive lorfque x < a : or les triangles 
Cf g j C ra donnent C a (a) : ar • • C/ 



(a-x) : gfzz y = 



m a 



• m x 



Si dans cette 

H 4 
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même fuppofition on fuppofe x = a , l’on aura 
y = o , ce qui d’ailleurs eft évident , puifque y * 
devient o en C , où l’on anC( — ï) = Cü=<î. 

Si dans cette même fuppofition x> a, y fera néga- 
tif : car les triangles V QC , Cra donnent a : 



— CV (- x + a)-.VQ =_y = _!Lirt 

n n 



m a y 



quantité négative dans ce cas. 

Si m 8c n font toutes deux négatives , lai valeur 
de y ne changera pas , parce que l’une fe trou- 
vant au numérateur , l’autre fe trouve au dénomi- 
nateur. Mais lï l’une des deux feulement étoit né- 
gative , la pofition de la ligne Bd en feroit chan- 
gée , de forte que qu deviendroit uh , les ordon- 
nées pofitives deviendroient négatives &c récipro- 
quement. 

Si l’une des inconnues x , pat exemple , man- 

quoit dans l’équation , l’on auroit y — — , quantité 

confiante. Dans ce cas la ligne demandée feroit pa- 
rallèle à la ligne des abfciffes. En effet , en fuppo» 



fant m o = — , il eft évident que toutes les or- 
n 1 

données ma , n B terminées à la ligne o B parallèle 



à l’axe m n , font égales à —, Si dans ce cas on 

° n 

fait a — o y y fera n= o , c’efl-à-dire que o B fe 
confondra avec m n. Si l’inconnue y manque dans 
l’équation de maniéré que l’on ait une équation 



de cette forme x = ~ , il eft vifible qu’en 
comptant les abfcifîès depuis le point C & fai- 
fant C n = — , on aura Cn — pR — x = — • 
aiuft la ligne cherchée feroit une ligne B n pa- 
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rallele à l’axe des ordonnées p C ( on fuppo^#l’ori- 
gine des x en C ) , & fi on fuppofoit a = o , on 
aurait x = o. Donc cette ligne* B n fe confondrait 
avec C p axe des ordonnées. 

7. Corollaire. De ce que nous venons de dire, 
il fuir évidemment que toute équation du premier 
degré à une ou deux inconnues repréfente une 
ligne droite & non une ligne courbe ; ainfi les 
lignes du premier ordre fe réduifent toutes à la 
ligne droite. 

De quelques propriétés des lignes de tous les ordres. 

8. Il eft vifible par les premières notions de la 
Géométrie , que deux lignes droites différentes 11e 

Î cuvent avoir deux points communs ; donc une 
igné du prenfier ordre ne peut être coupée qu'en 
un feul point par une ligne droite. Je dis auffi 
qu’une ligne du fécond ordre ne peut être coupée 
qu’en deux points , une ligne du troifieme ordre 
qu’en trois points ; & qu’en général une ligne de 
l’ordre n ne peut être coupée qu’en un nombre n de 
points par une ligne droite quelconque. En effet, 
loit l’équation générale des lignes du fécond ordre 
+ -+- px -f- q ~ o. 

( Nous n’avons point donné de coefficient à y 1 , 
parce qu’on peut toujours délivrer le premier terme 
d’une équation de ion coefficient , comme nous 
l’avons vu dans le Calcul ). 11 eft vifible qu’on 
trouvera les points où la ligne des abfciflès coupe 
la courbe , en faifant y — o ( parce que dans cts 
points y eft = o ) , ce <^ui donnera m x 1 -q- p x 
-4- q r= o. Mais cette équation étant du fécond 
degré ne peut avoir que deux racines ; donc la 
ligne des abfciflès ne peut rencontrer la courbe 
qu’en deux points , & fi la fuppofition de y =; o, 
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rend*l<îs valeurs de x imaginaires , la courbe ne 
peut être rencontrée parla ligne des abfciflès, ce qui 
peut arriver lorfqu’ ayant changé la pofmon de l’axe 
des abfcitres ( n° 4 & 5.), le nouvel axe fe trouve 
tout-à-fait hors, de la courbe. Si l’on fait x = o 
en prenant l’axe des x pour celui des y & récipro- 
quement , on trouvera y* -f- n y *+- q z=. o , équa- 
tion qui , comme la précédente , ne peut avoir 
que deux racines \ donc l’axe des ordonnées ne peut 
couper une ligne du fécond ordre qu’en deux points. 
De pltxs , parce que l’on peut prendre ( 5.) telle 
li^ne que l’on voudra pour l’axe des abfciflès , 
l equation de la courbe reftant toujours du même 
degré il eft vifible' qu’une ligne du fécond ordre 
ne peut être coupée qu’en deux points par une 
ligne droire quelconque. Mais elle péut être coupée 
en un feul point , comme il arrive a la parabole qui 
eft coupée en un feul point par fon axe. En général 
en fuppofant y — o dans une ligne de l’ordre n % 
repréfentée par l’équation y* p x y n ~ 1 -H 
q x n -f- lx n — 1 -4- d = o , on aura q x “ -f- 
h x n ~~ 1 -4-^ = 0, équation du degré n , qui ne 
peut avoir que n racines *, donc cette courbe ne 
peut être 'coupée par la ligne des abfciflès, ni par. 
aucune autre ligne en un nombre de points plus 
grand que n. 11 peut fe faire qu’elle foit coupée 
en un nombre moindre de points , fl quelques- 
unes des racines de cette équation font imagi- 
naires , ou même en aucun fi toutes les racines 
de l’équation dont on- vient de parler font ima- 
ginaires. 

9. Théorème général. Une droite quelconque 
ne peut rencontrer une ligne d'un ordre n } qu en un 
nombre n de points. 

10. Problème. Déterminer la pojîtion d’uné 
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ligne d’un ordre quelconque n. Soit l’équation des 



lignes du premier ordre y — — 



m x 



= b -f- c x 



en faifant — = b & — = c. Il eft vifible , par ce. 
n n 1 

que nous avons déjà dit , que la pofition d’une ligne 
droite B d (fig.7.) ne dépend que de la détermination 
de b & de c , ou du rapport du coefficient de x Sc 
de la quantité confiante am qui entre dans l’équa- 
tion au coefficient de y ; donc une ligne droite 
n’admet que deux déterminations , ou , ce qui 
revient au même , la pofition d’une ligne droire 
ne dépend que de deux points ; ce qu’on fait d’ail- 
leurs. La pofition d’une ligne du fécond ordre ne 
dépend que de cinq points. En effet, prenant l’équa- 
tion générale du fécond degré, qui peut repréfenter 
toutes les lignes du -fécond ordre , o = a -j- bx -f- 
dy-i-fxy -+- y \ Ayant pris a p ( fig. 8.) 
pour l’axe , & le point a pour l’origine des x , û 
on fuppofe y z= o , on aura x = o : car rien n’em- 
pêche de fuppofer l’origine des abfciffes fur un 
point de la courbe ; or alors à y = o répond 
.v = o ; donc a = o. Faifant enfuite fucceffive- 
ment y — p B' , xzzapjyzzp'cj x = a p' 3 
y — dp " , x =r ap" j y ss p"' f 3 x = a p 1 ", on aura 
encore quacre nouvelles équations , au moyen def- 
quelies on pourra déterminer les confiantes b > c t 
d j f. D’ailleurs on a trouvé a — o j donc une 
ligne dü fécond ordre admet feulement cinq déter- 
minations , 5c fa pofition ne peut dépendre que 
de cinq points \ Sc parce qu’une ligne quelconque 
du troifiemfl ofdre peut être repréfentée par une 
équation à dix termes , ainfi qu’il eft aifé de s’en 
convaincre en prenant une équation générale du 
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troifieme degré , que parmi ces dix termes il y en 
a un de confiant , & qu’on peut fuppofer le terme 
où fe trouve y 3 fans coefficient } on trouvera par 
la même méthode qu’une ligne du troifieme ordre 
admet neuf déterminations } c’eft à- dire , eft dé- 
terminée par neuf points , &c en général une ligne 



d’un ordre n admet feulemeut - ' — lt7. _ détermi- 



î 



nations , de forte que fi le nombre des points par 
lefquels on veut faire palier une ligne de l’ordre n > 

eft moindre que , on pourra faire palier 



par ces points une infinité de lignes du même 
ordre. 

Remarque I. On fait par les Éléments de Géo- 
métrie que la pofition d’un cercle ne dépend que 
de trois points , & que deux cercles différents ne 
peuvent avoir trois points communs j donc quoi- 
qu’en général on puiife faire palier une infinité de 
lignes du fécond ordre par trois points donnés , 
cela ne doit point s’entendre de toutes les efpeces 
de lignes de cet ordre. • 

Remarque II. Avant de palier plus loin , nous 
ferons remarquer qiie pour cju’une ligne appar- 
tienne à un ordre n 3 il eft neceilaire que l’équa- 
tion du degré n , qui reprefente cette ligne , ne 
puilïê pas être réfolue en faéteurs rationnels j c’eft- 
a-dire , que cette équation ne doit pas avoir de 
divifeurs commenfurables , autrement elle ferait 
compofée d’autres équations d’un degré inférieur, 
qui repréfenteroient des lignes d’un ordre infé- 
rieur. Ainfi l’équation y* —a y — te y -f- a x = o, 
ou (y — .v) X (y — a) = o , eft compofée de deux 
équations qui font toutes les deux à une ligne, 
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droite. En effet fi l’on fuppofe que l’angle B C n 
(fig. 7.) eft demi-droit , on aura toujours C« = 
x — uq = y ; donc l’équation y — x = o eft 
à la ligne droite. L’équation y — a = o , ou y — a. 
eft aulli à la ligne droite : car fuppofant p o parallèle 
à m n j &c C p = a , on aura toujours C p — mo = 
B n = y z=. a. On peut voir aufli qu’en multipliant 
une équation qui repréfente une ligne de l’ordre n 

F ar une autre équation qui repréfente une ligne de 
ordre m , on auroit une ligne de l’ordre m n 
en apparence, qui ne feroit pas cependant de cet 
ordre ; ainfi une équation du cinquième degré pour- 
roit paroître repréfenter une ligne du cinquième 
ordre, quoiqu’elle ne repréfentât que deux lignes, 
l’une du fécond , l’autre du troifîeme ordre *. 

Des Lignes du fécond ordre. 

n. Nons avons dit ci-defïus (7.) qu’une équa- 
tion générale du premier degré à deux inconnues , 
ne repréfentoit qu’une ligne droite. Voyons mainte- 
nant quelles lignes repréfente l’équation générale 
du fécond degré y' Ixy + m x 1 -f q == o , dans 
' -+- *y -t -p x 

laquelle font contenues toutes les lignes du fécond 
ordre , fi on en excepte celles dans l’équation def- 
quelles ne fe trouve pas le quarré de y 3 & defquelles 
nous parlerons dans la fuite. Soit cp d (fig. 9.) une 
courbe quelconque exprimée par notre équation , 
dans laquelle a B , foit = # & B c = y , il eft 



* On appelle ces fortes de lignes , lignes complexes. Celles 
au contraire dont l'équation n’cft pas réfoluble en faéleurs 
sationnels , s'appellent lignes continues , lignes imçmplexes * 
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facile de voir qu’il eft pécelfaire que y air deux 

valeurs ( à caufe du quarré y 1 qui fe trouve dans 

l’équation ) repréfenrées par B c Sc B d. Cela pofé 

r r i lxJ r n _ 

faifons y = u — ^ — — — J > ou ^4 — = u ‘ 

Prenant les quarrés des deux membres & rranfpo- 

l l X* 

fant , on trouve y -+-lxy = u — — 

t -h n y • 4 

— — , Subftituant cette valeur de y 1 -H / x y 

1 4 -H n y 

dans l’équation générale ci-deÜus , elle fera chan* 
.... Z 2 * 2 Inx 

gce en celle-ci u — — - -4- q = o. 

n 1 

q-mx’+p — — 

Voyons maintenant ce qui arrive de nouveau dans 
la figure par ce changement de forme. Pour avoir 
la valeur de u , il faut ajouter premièrement à la 

ligne B c =y , la quantité Cela fe fera en 
prenant f a parallèle à d c , & = — , &c tirant fg 



parallèlement à a B : car par-là c g fera = y •+■ - » 
f g =s= a B , étant x. Il faut enfuite ajouter à cg , 
que nous venons de trouver , la quantité — , ce 



/ X 1 ji 

♦ ZlL_ eft la moitié du coefficient du fécond terme , 

x 

en fuppofant l’équation ordonnée par rapport à l’inconnue 
y, & coniîdérant x comme connue. Voyez dans l'Algèbre- 
comment il faut s’y prendre pour délivrer 'une équation d* 
fon fécond terme. 
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que nous ferons en cette maniéré. Faifons fi:iky, 
i:l*. Menant i k parallèle à d c , par les deux 

points fj k on tirera f kh & l’on aura g h = 

effet les triangles femblables fk i 3 fgh donnent 

fi : ik :: fg : gh :: 1 : l ; donc gh ===~I = 

l.x l X ni r 

— y donc en =_y + — - — h - = u , en luppo- 
fant toujours / g >= x. 

Mais parce que l’équation eft entre u 8 c x qui 
ne font pas coordonnées , puifque u on ch n’eft 
pas terminée par f g s nous chercherons l’équation 
entre us=c h, & la ligne fh = ^ , à laquelle les 
u fe terminent. Suppofons la raifon de fi i f k qui 
eft connue par la conftruétion, ** = 1 : k ; donc 

on aura x : % : : 1+. k , ôc x = Cette valeur 

/C 

de x , étant fubftituée dans la formule \ donnera 

2 r 1 / n ? n * , , . , 

h — — — = o. Il eft évident qu’en 

• , ipi , 

■+■ ~ + ~T * 

opérant ainfi nous n’avons fait que tranfporter la 
ligne des abfciflès de a B en f h ■ donc l’équation 



# * Si , par exemble t l— 4 on aura fi : i k : : 1:4:: 
1 : 1. On prendra donc dans ce cas k i — t.fi. Si 1 = i, 
on aura f i == tki, &cc. 

** Puifque le rapport de fi : ik = 1 : l , connoiffant fi 
on connoîtra i k ; donc dans le triangle f i k on connoîtra 
deux côtés & l’angle i compris entre ces côtés : car la pofîtion 
de f° & de A i eft connue j amli l'on connoîtra l'autre 
côté fk. 
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que nous venons de trouver ne renferme pas moins 
les lignes du fécond ordre *. 

Cette équation fait voir que u a deux valeurs éga- 
les , l’une pofitive , l’autre négative ; donc dh — c h ; 
donc toutes les lignes parallèles à la ligne de font 
coupées par fh en deux également ; doue fh eft un 
diamètre** & de une double ordonnée 1 ce diamètre. 

i z. On doit fatre une grande attention au coeffi- 
cient du fécond terme de l’équation que nous ve- 
nons de trouver : car c’eft de ce coefficient que dé- 
pend la diverfité des lignes du fécond ordre. Ce 

coefficient eft -, Maintenant il peut arri- 

ver trois cas : i° que 4 m = I*. Dans ce cas ce 
coefficient eft = o , & le fécond terme s’évanouit. 

/*■ ■ 

Il peut fe faire que m > - , alors le fécond 

terme eft pofitif , il fera au contraire négatif fi 
/* 

m < Cela pofé changeant « enj & ç en x , les 
• # 4 

trois cas dont nous venons de parler feront repre- 
fentés par les équations * 

y 1 — bx — c = o , en fuppofant 4 m = /* 

- - 4 ml 1 

y x 1 — b x — e = o , en fuppof. —5 — - = a » 

* * quantité 

pofitive. 

r r A m ^ 

y —ax 1 —bx — c ~ o, en fuppof. — ~ïï~~ ai 

* quantité 
négative. 



* Il faut en excepter les lignes dans l'cquation defquelles - 
le quarréy 1 manque , ainfi que nous l’avons dit ci-defl’us. 

** Nous entendons ici par diainetre<une ligne qui parrage 
fes doubles ordonnées en deux également , quelque foit 
l’angle des coordonnées. 

11 
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Il eft aifé de voir qu’on a fuppofe — — 



l n 



il 

k ■ 

= — é , & -+- q == — c. Dans la première 

formule fi x augmente à l’infini , & qu’on fuppofe 
b 5c x tous deux pofitifs ou tous deux néga- 
tifs , il eft sûr que y aura deux valeurs réelles & 
égales entr’elles , l’une pofitive , l’autre négative. 
Mais fi l’un des deux étant pofitif , l’autre eft 
négatif , les valeurs de y feront imaginaires , du 
moins en fuppofant x = «» ; donc la courbe ne 
peut avoir que deux branches infinies d’un feul 
coté. Il n’eft pas difficile de voir qife fi l’on avoic 
une équation de cette forme x 1 — l^y — c = o , en 
changeant x en y &c réciproquement, il en’réful- 
teroit une équation de la forme , y 1 — bx — c = o, 
qui donne la première formule. 

Si dans la leconde équation l’on fuppofe x pofi- 
tif ou négatif infini , les valeurs de y, feront 
imaginaires \ donc la courbe n’aura point de bran- 
ches infinies. Enfin dans la troifieme équation fi x 
pofitif ou négatif devient infini , y aura toujours 
deux valeurs réelles , c’eft pourquoi la courbe aura, 
quatre branches infinies , deux du côté des x po- 
ncifs & deux du côté des x négatifs j donc il y a 
trois efpeces de lignes du fécond ordre , la première 
efpece s’appelle Parabole 3 la fécondé tliipje (dans 
laquelle on comprend le cercle ) } la troifieme com- 
prend hyperboles oppofées. f 

* Revenons un moment à la formule générale.- 
Nous venons de voir que la courbe étoit une para- 

p 

bole , lorfque 4 



> ou m = Mais dans 
4 



cette hypothefe la fomme de tous les termes dans 
Tome II. I • 



Digitized by Google 



130 Cours de Mathématiques. 



lefquels la fomme des expofants des indéterminées 
x Sc y eft s= i , eft un quarré parfait y 1 -4- Ixy 

•4- m x 1 c=y 2 -+- lx y -+• - x 1 3 donc cette fom- 
me peut fe réfoudre en deux fadeurs égaux 3 donc 
toures les fois que y 1 -4- Ixy 1 pourra fe 

réfoudre en deux fadeurs égaux , l’équation fera 

à la parabole. Mais fi m — - eft une quantité po- 

' 4 

fitive ( ce qui donne une Ellipfe) , y 1 -+-/ x y -f- 
m x 1 ne pourra pas fe réfoudre en deux fadeurs 
réels ; donc lorfque cette derniere formule ne peut 
pas fe réfoudre en deux fadeurs réels , la courbe 
eft une Ellipfe. Enfin y 1 -4- Ixy -4- mx * feréfouc 

en fadeurs réels * , fi m — - eft une quantité né- 
gative , c’eft le cas de l’Hyperbole 3 donc la courbe 
fera une Hyperbole toutes les fois que cette formule 
fera réfbluble en fadeurs réels inégaux. On peut 
donc reconnoître facilement dans les différents cas 
ces trois efpeces de courbes. Venons à la Parabole. . 
1 3. La formule générale de la Parabole eft celle- 

ci, y 1 = bx-+-c = bx ( x + Faifant *4"^ 

= £ ( ce qui ne fait autre chofe que changer l’ori- 
gine des abfcifTes ) , on aura y 1 = b <[ , ou changeant 
z en x , y* =p b x , ou en faifant b=p, y 2 =px t 



.'équation feroit ^ 



* Pour faire cette réfolution , dh^»a’à fuppofery 1 — f- 
l*y —f— mx 2 = 0 , & chercher les racines de cette équa- 
tion , en regardant y comme l’inconnue. 
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pofitifs répondraient des y imaginaires , & des y 
réels aux x négatifs : car x étant négatif on aura 

y 1 = — b x— x = tx, &y s= + i/Tx> 

1 4, Paflons à la formule de l’Ellipfe y 1 -f- a x * 
y 1 b x c 

O X f C O > ou - + " — — — O , oll 

a a a 



Si 



y 1 1 b X c b 1 'b'- . 

— -+• x — — — — i ï — * “ =*î 

a . a a 4 a 4 a 

on transféré l’origine des abfciffes en faisant x «- 

b b x b 1 ~ . - - . 

■ — = ?, on aura .y 4- -j- sss r\ Subfti- 

z a 1 a fa 1 1 

tuant à la place de fa valeur dans la derniere 
formule , on trouve cette équation plus fimple 
v 1 .b 1 • y* b 1 - - 

H j = o , ou — *= — - — z 1 . 11 eft vifi- 

A W A /l A m. A A 



4 * 

c 



• 4 * 
C 

+r 



ble que y fera imaginaire ( il en eft de même de 

• ^ ^ 

la courbe ) toutes les fois que — 4 — eft une 

' 1 • 4 a 1 a 

quantité négative \ c’eft-à-dire , que dans ce cas 
l’équation ne repréfente aucune courbe poflible» 
Pour donner une forme jdus commode à l’équa- 
tion , fuppofons g 1 e= » — i -f - & ~= j. Subf- 
tiruant ces valeurs & changeant ^ en x, on aura 
— g 1 — x 1 > ou y 1 = ~t (** — ï*) > équa- 
tion à une Ellipfe dont les <^mi>diametres feraient 



y* 

* On «e fait qu’ajouter & retrancher — j , ce qui peut 

H ^ 

Évidemment fe faire. 

I i * 
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f8cg. Si on fait f —g, il vient y 1 = g 1 — x\ 
équation au cercle lorfque l’angle des coordonnées 
eft droit , & aux diamètres conjugués égaux de 
l’Ellipfe dans le cas contraire. 

15 . Examinons' enfin la derniere formule ^ 1 — 
a x 1 bx — c = o ( qui appartient à l’Hyper- 

bole )• Divifant par a , ajoutant 8c retranchant en 
b' y 1 î b x 

même temps — - , nous aurons .v . — 

b 1 b 1 c „ . r , b 

1 — - «= o. F allant x H — ? » 

A* 2 4 a a t 1 a 

l’on aura y* = x 1 d fubftituant — 

1 a 4<ï 

, , b\ b z .. . y 1 

à la place de - x 1 - -, > u vient — - 

i d 4fd a 

. 4 - =r o. Maintenant fl — 2 > , fuppofant 

. 4 a* a 4* a 

Ji. -- L — g* } 1 — !L } 8c changeant \ en x on 



4* 

aura l’équation —y 1 — x 2 + g 1 = o , ou tranfp 

fant & divifant par le coefficient du premier terme , 

y 1 e=m ~ ( x 1 — g 1 ) , ou changeant f en b 8c g 
4 ^ 

en a , y 1 = — (x 1 — a 1 ) , équation à l’Hyperbole. 

A 

b* 

Revenons à la formule 8c fuppofons que ~— t 



K , - 

— - eft une quantité négative = — g* , nous au- 
rons ~ y 1 ==* -+- g 1 (en fuppofant toujours 

I 2* v : r. 

- == — J j ou changeant g en a„f en b , \ eu .v , 

* j â 
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& divifant tout par le coefficient du premier mem- 



liant t 

bre , — ( x 1 -f a 1 ) , équation qui appartient 

encore à l’Hyperbole. Si a = b l’équation fera à 
l’Hyperbole équilatere. 

c c c bz c * bl c 

Suppofons enfin — — - = o , ou — = 

^ b v 

Subftituant a; à la place de \ , & — à la place de 

I b 1 

-, on a l’équation — xy* = x*, ou en prenant lès 

racines , - y = x , équation à une double ligne 

droite CB, C ç : car faifant C a — b , a r == a £ 
= c, les lignes CB (fig. 7.) , C h prolongées à 
l’infini fatisferont à l’équation , les C u feront 
les x , les u q , les y pofitifs , les « A les négatifs. 
En effet les triangles femblables Car, C u q don- 

• b y 

nent b : c : : x : y , d’où l’on tire x = — . Les 

c 

triangles C a% , Cuh donnent Ca : a^'.l C u : u h 

b y * 

ou c : b n — J : a? ±=' — (parce que a % eft 

t \ 3 y 

dans une fituacion oppofée à ra ) = — 

16. Voyons maintenant quelle courbe dcfigne 
l’équation générale du fécond degré , lorfque y* 
lie s’y trouve pas. Dans ce cas la formule peut 
s’exprimer ainu xy -f- m x 1 + px + ny -f- q 
= o *. Si on fait y-\-mx-\-p— en fubfti- 



* Il n’y a qu’à fuppofer que le terme affeélé de xy cft 
le premier terme de l’équation , & qu'011 a tout dmu par 
le coefficient de ce terinç. . . r. 

I i 
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tuant a à la place de fa valeur , nous aurons, 
l’équation x u -p ny -{- q = o. Multipli® a & fa 
valeur par n , ajoutant nu & retranchant le pro- 
duit de la valeur de u par n , il viendra (A) x u - f- 
n u — mnx — np-\- q zx o. Voyons quel change- 
ment prodilit dans la courbe cette fubftitution. Soit 
tq ( fig. io.) la courbe de l’équation, a b = x % 
b c = y. Pour trouver u il faut ajouter à y la quan- 
tité p. Ainfi du point a menant af parallèle à ck 
& égale à la confiante p , & par le point / menant 
/ o parallèle à b a , b g fera = p ■= af , c g — y 
-J- p & f g s= a b = x. Il faut encore ajoifter 
m x , c’eft-à-dire , une ligne’qui foit à x comme m 
eft à l’unité. Soit f o : o k II i : m. Suppofant o k 
parallèle aux ordonnées , menez / k. Les triangles 
femblables / ok , fgh donneront foiok : : fgt f 
g h J : i : m • donc f g x m , ou /n * s= i x g h 
= g h i donc ch =* y mx -f- p x= ». Telle 
eft 1 équation entre ch & f g. Mais cherchons 
l’équation entre c h 8c dh , afin que les ordonnées 
foient terminées aux abfciflès. Pour cela foit f o ? 
fk : : i : k, Faifant f h r= \ , on aura */ g : / h > 

r 

ou x : £ : ! i : k 8c par conféquent * = -• 

Suftituant cette valeur de x dans l’équation 'A , 
l u m n i 

nous trouverons — -f - nu — — ~ — np + qz=o % • 

ou ôtant la fraction , \ u -q- n k u — m n % — » • nkp 
q- q k — à. Il eft aifé de voir, que la courbe n’a 
point changé par cette fubftitution. Seulement on 
a tranfpofé l’origine des abfciftes de la ligne a b x 
à la ligne fh, . 

Mais continuons les fubftirutions. Soit % -b nk 
s :r, ou i = x — nk } prenant dfzxnk^dhx^ 
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df + f h fera ss £ -f* n k = x. Soit de plus u — 
m n —y * , oü u =: y + m n , en fubftifuant ces 
valeurs de ç & de u dans la derniere équation à J a 
courbe , il viendra jr y + m n 1 k — nkp -j- q = o. 
Prenant donc parallèlement aux ordonnées dm =2 

mn = ~ t & menant mi parallèle à dh , ie 

fera = y = u — mn 8c mi — dh — x , 8c 
faifant la fomme des quantités conftantes = c 2 , 
Ion aura xy q- c 1 — o , ou x y = c 2 . Si c 2 eft 

une quantité négative, l’équation fera xy=zc 2 t 
équation aux afymptotes d’une Hyperbole , dont 
la puiflance = c 2 . Si c 2 eft urffe quantité pofitive , 
en prenant s n pour la ligne des abfcifles , aux 
abfcifles dn poutives répondront des y (nN) né- 
gatifs , 8c aux abfcifles d s négatives des y ( sf ) 
polîtifs ÿ car — y X x , ou — x X y donne 
— x y — — c 1 . Si c 2 = o , l’équation x y == o , 
fera à deux lignes droites qui coïncideront l’une 
avec l’axe s d n des abfcifles , l’autre avec l’axe d m 
des ordonnées \ donc lorfque y 2 ne fe tsouve pas 
dans l’équation , l’équation appartient à l’Hyper- 
bole rapportée aux afymptotes , ou à deux lignes 
droites , lorfque c 2 sz o. Amfl dans ce dernier cas l’é- 
quation renferme le fyftême de deux ligues droites. 

17 . Quoique nous ayons déjà traité des lignes 
du fécond ordre fous le nom de Cercle i’Ellipfe % 
de Parabole & d’ Hyperbole , nctus allons néanmoins 
parler de quelques propriétés générales qu’on tire 
de leur équation. Revenons donc adéquation géné-> 



* Les x 8c les y dont il éft ici qucftion ne font pas les 
mêmes que les x 8c les y de l’équation primitive. 

1 4 

Vv 
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raie y 1 -f- y. ( Ix + « ) +• mx 2 - f p x -f q = o* 
Cette équation, en regardant y comme l’inconnue, 
donnera deux valeurs de y , toutes deux réelles ou 
toutes deux imaginaises (y a une feule valeur tou- 
jours réelle , lorfquey 2 manque dans l’équation) ; or 
c’eft la propriété d’une équation quelconque que la 
fomme de fes racines eft» égale au coefficient du 
fécond terme pris avec un ligne contraire j donc 
” la fomme des deux valeurs de y fera = — Ix — n. 

Soit une ligne du fécond ordre fkc{ fig. 1 1 ). 
Sur la ligne a o des abfcilfes dont l’origine foit 
fuppofée en a , prenons aB = x. A cette abfcifle 
répondront les ordonnées Bd, B c ; donc Bt/ + 
Bc = — l x — n — — /. a B — n *. Ayant pris 
enfuite une autre abfciftè a h , à laquelle réponaenc . 
les deux ordonnées hf 3 hg 3 on aura hf + h g 
— — l. ah — n. Retranchant la fécondé équation 
de la première , on aura B d — hf + B c — h g- 
s= — /. a B l- & h ; c’eft-à-dire ( en menant f p & 
gq parallèles à B o ) p d — q c = — /.AB, & 
en changeant les lignes , qc — p d = L h B , d’où 
l’on tire*çc — pd : AB :: / : i. Donc la diffé- 
rence^de p d à q c eft à l’interceptée A B en raiforr 
coflftante de / : i. S’il s’agit des ordonnées th xf 3 
xh x g 3 il eft vifihle qu’on aura les équations B d 
+ B tf = — V. et B — n , th i f — i h i cr — 
La th — n ( parce que i h i g eft négative ) ÿ donc 
ayant mené xf i p , xg xq parallèlement à B o , 
& retranchant la fécondé équation de la première , 
il viendra Bd — xhxf-^Bc^- xhxg 3 ou xpd 
—H i qc = /. B x h ; donc la fomme des lignes 



* Le point qui fc trouve entre l&c a B , indique le pro- 
duit de / par a B. 
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ip d j i q c eft à la différence des abfciffes en 
raifon confiante de / : i. 

Remarque. Les lignes pi 8 c qc , à corqpter 
des points p & q , tendent vers la courbe paç des 
directions contraires ; mais les lignes z q c t ip d 
rencontrent la courbe en allant dans la même 
direction. 

Concevons que la ligne Bcd fe meut parallèle- 
ment à elle-même jufqu’à ce qu’elle devienne tan- 
gente en k , où les points c 8 c d fe confondront , 
les deux racines ou les iy ( B c , Bd) deviendront 
égales "à k l. Maintenant fuppôfant menée k r 
parallèle à la ligne des abfcilîes , nous aurons par 
une opération femblable aux précédentes m c — 
mdi /B = km : : / : î , c ? eft-à-dire , en raifon 
donnée. Soit de même une autre droite hgf , 
parallèle aux ordonnées, on trouvera n g — nf: 
k n 1 *- l : 15 donc m c — m d : k m l n g — — 
n f : k n ; donc fi m c — ‘ m d = o , ou fi m c r= 
m d j ng fera = nf ; donc dans une ligne du 
fécond ordre , fi une ligne menée par le point de 
contact k dtvife en deux également une ligne parallèle 
à la tangente , elle divifera aujfi en deux également 
toutes les parallèles à la tangente. 

18. Par la propriété des équations du fécond degré 
le produir des racines eft égal au dernier terme de 
l’équation ; donc dans la même hypothefe qu’aupa- 
ravant on aura B c . B d = m x 1 + p x -j- q *. Si dans 
l’équation générale on fait y = o , nous alirons 

mx 1 +^.r-|- j^ojour’f- h — = o. 

m ni 



* Toutes les quantités délivrée^ de l'inconnue y font 
tenfees former le derniçr terme de 1 équation. 
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Si les racines de cecte équation font réelles , il eft 
néceffàire que la ligne des abfciflès coupe la courbe 
en deux points 3 de forte que a i , ao feront dans 
ce c$s les racines de cette derniere équation * \ done 
x — ai, x — ao feront les fadeurs de l’équation , 

& leur produit fera 4 - — + — : donc B c . B 

L -mm 1 

^ m.(x — ai).(x — a 0) **. Mais x = aB; donc 
B c . B d = m . — B i . — B 0 = m . B i . B o. C’eft 
pourquoi le redangle Bc.Bci eft au redan gle 
B i . B 0 comme m : 1 , c’eft-à dire , en raifon 
confiance. On peut démontrer de même que hg.kf t 
hi . ho : : m : 1 j donc Bc.Bi: B i . B o h g . h f i 

hi , ho. La même chofe a lieu pour toutes les aucres 
lignes parallèles aux ordonnées & qui rencontrent 
la courbe j donc on peut établir le Théorème 
fuivant. 

19. Théorème général. Dans une ligné du , 
fécond ordre 3 fi deux droites parallèles à des lignes 
données coupent la courbe en deux points 3 Us ree -» 
tangles faits des parties interceptées entre le point de 
concours de deux lignes 3 & les points de feclion de 
la courbe font en raifon confiante. 

io. Corollaire I.- Si les deux points de fedion 
fe confondent en un , ce qui arriiÿ lorfque la ligne 
de fecante devient tangente , dans ce cas‘B c & Bd 
étant chactme égale à lk 3 on aura le quarré de lk 



* Dans ccttc «Équation , * eft ccnfé l’inconnue. 

** On multiplie pat m , parce que Bc X Bi=*X(** 







fit k 1 — }— p x — j— q. Mais (* ■ 



ai). 



(x — ao) x x -4- -4- 

• tu 
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au rcétangle de ll.lo en raifon conftante/Si on a un 
diamètre k r ( fig. 1 3.) rencontrant j la courbe en deux 
points k 3 r on aura ÆN.Nr:Na.N£==: (Na )* 
(parce que le diamètre divife/es doubles ordonnées 
en deux également) : : k M.Mr = (M dfÿ 

c’eft-à-dire , que les produits des abfcifles font tou- 
jours comme les quarréf des ordonnées. Si le point r 
eft à une diftance infinie > ce qui arrive pour les dia- 
mètres de la parabole , dans ce cas rN,tM font 
cenfées égales ; donc en divifant les antécédents par 
rN ou r M , l’on aura le rapport des abfcilTes égal 
au rapport des quarrés des ordonnées correfpon- 
dantes. Il eft aifé de voir ce qui doit arriver dans la 
figure 11, en fuppofant que ir eft un diamètre. 

ai. Corollaire II. Si deux droites tirées 
d’un même a (fig. 1 a.) , font fuppofées couper la 
courbe aux points m , n , i , ’o , ayant tiré d p 

Î arallele à na , coupant ao ent, &c f g parallèle 
0 a coupant a n en h. Si a o eft regardée comme 
Ja ligne des abfcifles , on aura ai. ao : a m. an il 
c i . c o : c d ,c p. Si enfuite noi# prenons a n pour 
la ligne des abfcifles , nous aurons am .an 1 ai. do 
Z : hm . h n : hf.hg; donc c i ,‘co ; cd.cp II 
hf'hgihm.hn ; donc fi l’on a deux lignes qui 
• fe coupent en un point h 8c qui rencontrent la 
courbe chacune en deux points , ayant tiré deux 
autres lignes qui leur foient parallèles 8c qui falfenc 
la même choie , les reétangles faits des parties in- 
terceptées entre les points de concours des lignes' 
& les points de fedlion de la courbe feront pro- 
portionnels 8c par conféquent en raifon confiante. 

11. Théorème. Dans une ligne du fécond ordre 
eyant mené deux cordes a b 3 cd ( fig. 13.) pa - 
ralltles & ciré les lignes ac M b d pour avoir le 
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trape\e C'dba 3 fi dans ce trap(\e on mene une 
ligne m n parallèle aux cordes c d , a b , les inter - 
ceptées mp 3 qn feront égales. Car fi l’on mene 
le diamètre k r qui dyûfe en deux également a b &c 
cd 3 il divifera, aufli en deux également.la parallèle 
m n. Mais par la Géométrie vulgaire , il eft évi- 
dent qpe ce diamètre doit d^vifer p q en deux éga- 
lement } donc mp — qn. 

Corollaire I. Donc mq = n p. 

Corollaire II. Il luit dû Corollaire précédent 
que fi l’on a cinq points de la courbe a , b , d , c , m 
il fera aifé d’en trouver un fixieme n en menant 
m n parallèle aux lignes a b , c d , Sc les lignes 
ac y bd pour prendre enfuite pn = q m. 11 eft 
vilible que cette méthode fuppofe que les points 
a y b , c , d font difpofés de façon que. les lignes 
ab 5 c cd font pafalleles , & que le point jn eft 
fur un arc de la courbe compris entre ces parallèles. 

» S, 

De quelques propriéte's des Lignes du troifiemc 

• Ordre . ' 

4 . ‘ * 

a j. Soit l’cquation générale des lignes de cet 
ordre y* -f (b x -f- c).^ a + ( d a- 1 -f- fx + g ).y + 
Ax 3 -f- lx 2 -f- mx + n = o *. A moins donc que « 
le premier terme y 3 manque dans l’équation , A 
chaque abfciffe x répondront trois ordonnées réelles 
ou au moins une **. Suppofons que les trois ordon- 

• , W « 

* Le premier terme eft délivré de fon coefficient x parce 
que l’on peut toujours fe procurer une équation qui ait 
cette condition ainfi qu'on l’a vu dans 1* Algèbre. 

** Parce qu’une équation d'un dégré impair a au moins 
une racine réelle , le nombre des racines im agi natte s étant 
toujours pair. 
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nées font réelles , il eft viable qu’on peut déter- 
miner leur rapport par le moyen de l’cquation » 
& que la fo'mme de ces trois ordonnées fera 
= — b x — c, & leur produit = — h x ? — lx z — 
m x — 1 ( par les propriétés des équations ) , ce qui 
auroit lieu de même en fuppofant deux ordonnées 
imaginaires. , 

Soit (fig. 14 ) une ligne du troiiîeme ordre rap- 
portée à Taxe a p des x , l’origine des x étant fup- 
pofce en a. Faifant ap = x , l’ordonnée y aura 
trois valeurs p l , p m , — P n * \ donc p 1-+- p m— 
pn — — b x — c. C’eA pourquoi prenant po = [— 

~ ^ rpm . P — s b; point 0 fera tellement fîtué , 

qu’on aura lo = me •+■ no. En effet, de l’équation 

pl + pm — pn . 

p 0 — , on tire $/><? — pm-+-pn — 

p / = / 0 -+* p o. Effaçant p 0 de part 5 c d’autre il 
vient ipo-\-pn — p m = l 0 , ou p 0 - 4 - p n -J- 
p o — p m y ou o n -+- ont = / o. Faifant de même 

pl+pm-pn 



PO = 



on trouvera L O 



M0 = 0 N y 5c )fi par les points o 5c O on mene 
la ligne 0^, cette ligne aura la propriété de couper 
toutes les / n , L N en deux parties telles que la 
fomme de deux lignes 0 m , on. ou LO, OM 
( qu’on peut regarder comme ordonnées à la ligne 
p % ) fituées d’un côté , fera é<jale à l’ordonnée lo , 
ou N O fituée de l’autre côte , 5c fi 0 m devient 
égale ion, alors / o =» 2 • 0 m. Nous appellerons la. 
ligne 0 1 Diamètre analogue. 

* pn a le ligne — , parce qu’elle tend du coté oppofé àY p , 
que nous fuppofons polïtive. 
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14. Venons maintenant au produit — pm-pn-pl 
des trois ordonnées (on met.le ligne — à caufe de 
p tl négative ) = — h * * — / x 1 — m x — - n. Si on 
fait y = o dans l’équation générale, on aura hx^-\- 



1 -\r-mx->t-n=: o, oux J 



mx n 



Les raciues de cette équation donneront les points 
d’interfeélion de la courbe avec l’axe des ablcilTes 



a p j c’ell-à-dire , que (.v — a b) • (*• — a c) • (x — a d ) 

s= — x 1 -j- ~ x-h7,ouA-(x — ab)*(x — ac) X 
à n k 



(x — ad) — h x* I x 2 m x n - y donc 
pl • pm *pn — h'pb'pc'pd ( parce que x étant = ap, 
x — a h devient p b , x — a c devient — p c , & 
x — ad devient — p d). On aura de même PL X 
P M • P N = A-P^-Pc-Pdj donc t pl* pm * p ni 
P b • pc • p d*\h\ 1 , c’eft-à-dire , en raifon conf- 
iante. De même PL-PM-PN:P£-Pc-Pd;: 



h’, ij donc i°. pm* p n* p l'.VL’VM.'VN’.lp bx 
p c • p </: P b • P c - P d , & dans les lignes du qua- 
trième ordre on trouvera que le produit des quatre 
ordonnées correfpondantes à une abfciflfe , eft au 
produit des quatre ordonnées correfpondantes à une 
autre abfcifle , comme le produit clés quatre inter- 
ceptées entre le point où fe termine la première 
abfcifle & les points où la ligne des abfcifles coupe 
la courbe , au produit des quatre interceptées cqr- 
refpondantes à la fécondé abfcifle, & ainfi de fuite 
pour les lignes du cinquième , fixieme &c. ordre ÿ 
de forte que la courbe étant de l’ordre n ( que je 
fuppafe le plus grand expofant de y ) , le produit 
de n ordonnées correfpondantes à une abfcifle , 
fera au produit de n interceptées correfpondantes 
en raifbn confiante , & par conféquent le premier 
produit eft à un femblable produit de n ordonnées 
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correfpondantes à une autre abfcifle , comme le 
produit de n interceptées correfpondantes à la pre- 
mière abfcifle au produit de n interceptées corref- 
pondantes à la fécondé abfcifle. 

Des branches infinies des Courbes & de leurs 
afymptotes. • 

15. L'afymptotc d’une Courbe eft une ligne 
droite ou courbe , qui à l'infini fe confond ou 
coïncide avec cette courbe •, fi l’afymptote eft re&i- 
ligne , elle eft cenfée tangente de la courbe à l’infini. 
Si une Courbe a une branche infinie , & que d’un 
point de cette branche infiniment éloigné on fup- 
pofe menée une ordonnée perpendiculaire , il eft 
vifible que l’abfciflè x ou l’ordonnée jj ou toutes 
les deux feront infinies. C’eft pourquoi à une abf- 
cifle finie répondra une ordonnée réelle infinie , ou 
à-une abfcifle infinie une ordonnée finie ou infinie. 
Pour faire la recherche de ces fortes de branches , 
je partage l'équation d’une Courbe quelconque en 
plufieurs membres P , Q , R , S , &c. Le premier 
membre P contient tous les termes dans lefquels 
la fomme des expofants de x ôc y eft = n , en 
fuppofant que n défigne le degré de l’équation., 
le fécond membre Q contient tous ceux dans lef- 
quels cette fomme = n — 1 ; R repréfente tous ceux 
dans lefquels cette fomme = n — 1 } &c. * 

On doit principalement faire attention au pre- 



* Si un terme contient ** , il eft cenfé contenir y° * n , 
parce que y° = 1. De même la quantité ^"cft =frx 0 y" -, 

or o n = « ; donc dans ces quantités la fomme des 
expofants de * & y eft = n. , 
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mier membre P. Si ce membre n’a aucun facteur 
fimple réel , mais s’il a au contraire tous fes fadeurs 
imaginaires (ce qui ne peut arriver qu’en fuppofant 
que /2 eft un nombre pair), la Courbe n’a aucune bran- 
che intime. En effet il elf néceilaire dans ce cas que 
P contienne x , &cy” : car fi x“ ou y“ manquoit , 
P feroit divifible par x ou par y ; donc P auroit 
un fadeur fimple qui ne feroit pas imaginaire. Si 
la courbe a une branche infinie , x ou y ou tous 
les deux feront infinis ; donc P fera égal à l’infini 
élevé à la puifTance n , c’eft-à-dire , = oc». Mais 
les membres fuivants Q , R , &c. repréfentent tout 
au plus les infinis oo" “ 1 , oo n “ 1 , &c. qui difi- 
parodient ( voyez ce que nous avons dit de 
l’infini dans le Calcul ) devant oo” ; donc l’équa- 
tion devient P == o } donc puifqu’on fuppofe 
que dans P il n’y a aucun fadeur réel , cette 
équation ne peut avoir aucune racine réelle } donc 
dans ce cas à une abfciffe infinie réelle , il pe 
répond aucun y réel ; donc la Courbe n’a aucune 
branche infinie. De- là vient que la Courbe repré- 
fentée par une équation de cette forme y 1 -4 -axy 
b x 1 -f- ex dy -4- g = o , n’a aucune 
branche infinie lorfque le quarré de la moitié du 
coefficient du fécond terme eft plus petit que le 
coefficient du troifieme ; car dans ce cas la Courbe 
eft une Ellipfe , & le membre P qui eft iti y 1 -4- 
a x y -f- b x x ne peut être réfolu en fadeurs 
réels ( i z. ) *. 

z<j. Si le premier membre P a uft fadeur réel , 
a y — b x , en changeant les coordonnées on peut 



* Nous avons appelié l ( 1 1. ) cc que nous appelions 
ici a , & m ce que nous appelions b. 

fe 
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fe procurer une équation dans laquelle Jce facteur 
réel de P foit l’ordonnée elle-même. Stipulons 
que qc ( fig, 1 5 ) repréfente la Courbe de l’équa- 
tion , les a b étant x , & les cb étant y. Prenant 
a m == a 8c faifant la perpendiculaire correfpon- 
dante m n = b , tirez a d 8c fuppofant l’angle 
nam =-<î , on aura cof. s : fin. s \ \ r : tanç. s , 

r.b 

ou a m (a) : m n (b) : : r : rang, s = — . Le trian- 



gle amn donne encore an 
nm[b ) ;; r : finus s = 



V.a'-t-b 1 )’ 



y/ (a 1 b 1 ) ; 

Le même 



triangle donne y/( a 1 + b 1 ) : a ï : r : cof. s 

, — rr-. Du point c de la Courbe tirant cd 
VK + i ) r 

perpendiculaire fur a d , je ferai ad — tycdzziu, 
& menant b p 3 b f parallèles aux nouvelles coor- 
données , les triangles amn , a b p ayant un angle 
commun en a y 8c les angles m 8c p droits font 

femblables j donc a n : a m : ; a b : ap = 



a x 



On a aufii a n î m n 



op 



V (« 2 -+- b") 

De plus les triangles apb , f c b ont les angles p 8c 
f droits , & les angles eu a 8c c égaux : car les 
angles b c f , c b p étant -alternes internes font 
égaux ; or f bp eft complément de a b p , aufii- 
bien que l’angle a ; donc l’angle c de l’un eft égal 
à l’angle a de l’autre \ donc les triangles b cf t 
apb font femblables , 8c par conféquent aufli les 
triangles a nm 3 c b f le font j donc anima’.', 

b y ^ « 

cb : b f = p d = -■■■ ■ - rr* Les mêmes trian- 

A V 

gles donnent V (a 2 + b 2 ) : a : : y : cf — 

Tome II. 



K 
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or t — ap -t- p d 8 c u = fc — fd— cf— bp; 

» ax — (— b y a y — bx . . 

donc t = ■ , 8 c u = 7777-7-7Ï? Sl 1 an ' 

V\ a + b ) \f(a l + b x ) 

gle s — 45 0 , l’on aura b = a , & alors f s=s 

*-f-y y — • °y — bx 

on tire u.\/ (d 1 -4- b 1 ) = ay — b x ; donc ( puis- 
que zzjy — b x eft un fadeur réel du premier mem- 
bre P ) u fera un fadeur réel de P dans la nouvelle 
équation qu’on trouvera en fubftituant les valeurs 
de x 8 c y en t , u 8 c confiantes j car des équations 

precedentes on me y = 

Si P avoir pour fadeur (a y — bx) 1 , ou (ay — éx) 3 , 
8 cc. dans le premier cas u 1 , 8 c dans le fécond k } 
feroit fadeur de P. Si x 8 c nonjy étoit fadeur de P, 
dans ce cas on pourroit changer x en y (voyez le n° j .) 
8 c réciproquement. 

27. Suppofons maintenant en premier lieu que 
y eft un fadeur de P tel qu’il n’y en ait aucun 
autre qui lui foit égal. C’eft pourquoi foit P = 
y Mk M étant du degré n — 1 , on aura donc la 
fc^JPle j'M-f- Q + R + S -+* &c. = o , ou 
■ . . . _ _ _ — Q — R — S — &c. 

y M = — Q — R — S — &c. 8 c y — — 

Mais Q étant du degré 00" “ 1 , R du degré 
oo” - *, S du degré R 8 c S difparoifïent 

devant Q ; donc y = — Mais Q 8 c ,M font du 

degré oo n_ 1 ; donc y eft fini. Effaçant donc dans 
Q & M les quantités multipliées par^ 1 , comme 
infiniment plus petites que les autres * 8 c faifant 



* Parce que y étant fini , ces quantités feront au moins 
de l’ordre *o n “*. 
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— ^ = p , nous aurons -y — p ; donc l'équation 

y — p — o eft contenue dans l’équation P + Q -f- 
R -f- &c. — o , fi la Courbe a quelque branche 
infinie. Mais y — p = o eft l’équation à une ligne 
droite parallèle à la ligne des abfcilfes ( 6. ) , 8c 
diftante de cette ligne de la quantité p ; donc la 
Courbe à l’infini coïncide avec cette droite , qui 
par conféquenc eft fon afymptote reétiligne , 8c 
cela foit qu’on prenne x poiitif ou négatif j il 
parole donc que la Courbe a deux branches infi- 
nies , l’une du côté des x pofitifs , l’autre du côté 
des a: négatifs qui ont pour afymptote la même 
ligne prolongée à l’infini de part & d’autre. 

Voilà ce qui arrive fi le fécond membre Q fe 
trouve dans l’équation fans être divifible par y. 
Si Q eft divifible par y , faifant Q = y N , N 
fera du degré oo n-1 ; donc N fera =£> refpeétive- 
ment àyM ; donc l'équation fubliftera entre les 
termes y M -f- R q- S + &c. = o , la même qu’on 
aurait fi Q étoit = o , ou fi Q ne fe trouvoit point 

— — R 

dans l’équation. Dans ce cas on aura y = — — ~* 

s 

— &c, M étant du degré ©o" -1 , R du degré 

©c»- 1 , S du degré ao"-i , 8cc. Mais cette équa- 
tion ne peut avoir lieu fi y n’eft infiniment-petit , 

parce que 










I 

• Z 



or 



CO . 



K a ' 



\ 
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28. Si R fe trouve d^ns l’équation fans être 
divifible par y , effaçant dans — — tous les ter- 
mes dans lefquels^ fe trouve , l’on aura y = - , 
p étant une quantité finie. Si R manque dans l’équa- 
tion , ou fi R a un faéteur^y, on aurajy — = 

^ (parce qu’alors R difparoît devant y M). Si 
on fuppofe de plus que S manque dans l'équation , 
ou que S foit divifible par y , l’on aura y = * ; 



de forte qu’en général y devient = — Si g eft 



un nombre impair 8c p une quantité pofitive , x 
étant fuppofé pofitif, y le fera aufîi ; mais x étant 
négatif y fera négatif. Si g eft un nombre pair , 
y fera pofitif ou négatif félon que p fera pofitif 
ou négatif j 8c dans tous ces cas la ligne des 
abfcilles eft l’afymptote de la Courbe , ce qui a 
lieu de même g étant impair , 8c p négatif. En 

effet faifant x = 00 , on aura y = — j donc à 

oc & 

l’infini , y eft un infiniment petit de l’ordre g ; 
donc la ligne des abfcilfes coïncide avec la Courbe , 
ou devient fa tangente à une diftance infinie. Les 

afymptotes défignées par la formule y — ~ font 

des lignes droites , on les appelle hyperboliques. 



* p eft une quantité finie qui varie félon que Q , ou 
R , ou S , ou &c. manquent dans l’équation. 
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En effet l’équation y m x n = a m * " , aux hyperboles 



de tous les genres , donne y = 



= rf» eu 



faifant a 



= p 8c - — g. 

1 m 0 



Mais à l’infini 



l’on a y — L’on détermine donc par cette 

00 s Ætk 

méthode une HyperWe avec laquelle une Courbe 
donnée fe confond à une diftance infinie. C’eft pour- 
quoi l’on connoît non-feulement que la Courbe a 
line afymptote droite , mais on détermine encore 
de quel côté elle eft fituée par rapport à l’afymp- 
tote. Si tous les termes Q , R , S , &c. manquoient 
dans l’équation , elle deviendroit y M = o , la- 
quelle étant divifible par y , fait voir que la Courbe 
eft complexe , étant compofée d’une droite qui eft 
la ligne même des abfcifTes * ôc d’une Courbe 
de l’ordre n — i. Si an trouve y = p (p étant 
une quantité confiante ) , dans ce cas l’alymptote eft 
une droite parallèle à la ligne des abfcifTes , ainfi 
que nous l’avons dit ci-deffus ( 6. ). Pour faire 

?iue les abfcifTes fe trouvent fur l’afymptote , on 
uppofera y — p = s, ouy = u p. Subfti- 
tuant dans l’équation cette valeur de y & faifant 
x infini s « fera infiniment petit , puifque à l’in- 
fini , u = y — p — p — p. Etant donc donnée 
l’équation d’une Courbe , cherchez le nombre des 
faéteurs réels & inégaux du membre P , & vous 

* Car l’équation y M = o , eft divifible par y = Q 
'Mais l’équation y = 0 donne (<5.) la ligne des abfcilTes. 

K i 
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aurez autant de paires de branches infinies & autant 
d’afymptotes que vous aurez trouve de fadeurs. 
Quant au genre de l’afymptote hyperbolique , vous 
le trouverez aiféraent par la méthode ci-delfus. 

19. Suppoions maintenant que P a un fadeur 
réel double y* , enforte que P=j' 1 M , M étant 
une fondion du degré n — z. Dans ce cas l’équa- 
tion deviendra j' 1 M -1- Q R + &c. = o. Si Q 
fe trouve dans l’équation fans être divifible par y , 
les termes R , S , &c. s’éj^ioiÿlfant devant Q , 
l’équation deviendra y 1 M = — Q. Cette équa- 
tion peut être vraie C\y'~ eft = 00 , comme x. Dans 
ce cas y = \Z~^— c’eft - à-dire , infinie par 
rapport à l’unité , mais infiniment petite par rap- 
port à a: ; car t : : : oof : 00 j donc difpofant 

l’équation de cette maniéré y x = — ~ , tous les 

termes qui contiendront y , infiniment petit par 

rapport à s’évanouiront dans la fradion — ^ j 

donc puifque Q eft du dégré n — 1 , M du degré 

Q * 

n ~ x , on aura — — ■ = p x * , p étant une quan- 

M 

tiré finie & confiante \ donc y* = p x , équation 
à la parabole vulgaire, p étant pofitif, les bran- 
ches s’étendent du côté des x pofitifs j mais elles 
s’étendent du côté des x négatifs dans le cas con- 
traire ; donc la Courbe a deux branches infinies 
du même côté , entre lefquelles fe trouve la ligne 
des abfalTes. 

Si l’on vçut une parabole avec laquelle la Courbe 



* Parce que ce quotient doit être 
fuppofé infiui. 



« i or * eft 

ssP- s 

M : 







Courbes Algébriques, 151 

convienne plus intimement à une diftance infinie , 
il ne faut pas négligé le terme fuivant R , mais 

O R 

on doit prendre l’équation y 2 ■+• — -H — = o. 

Parce que R & M font des fondions du même 
degré n — z , effaçant les termes qui deviennent 

R 

infiniment petits , on aura — = q , quantité finie j 

donc on aura l’équation y 1 =p x -f- q — -f- . p 3 

équation à une parabole de meme paramétré ; 
mais dont le fommet eft éloigné de l’origine des 

abfciffes de la quantité 

jo. Suppofons maintenant que le fécond membre 
Q eft divmble par y 2 ; de maniéré que y* N foit =3 
Q , N étant une fondion du degré n — 3 . Puifque 
M eft une fondion du degré n — z , il eft évident 
que y 1 N fera infiniment petit par rapport à j 2 M. 
C’eft donc la même choie que Q manque dans 
lequation ou foit divifible par y 2 , ce qu’on doit 
dire de même de R , S , &c. Dans cette hypo- 
thefe fi R fe trouve dans l’équation fans être di- 

vifible par y , l’équation fera y 2 -+• — = o ; or 

R & M étant du même degré n — z , on aura 
R 

y 2 = — — = p ( quantité finie & confiante ) , 8c 

y = ■+• \/p. Si p eft négatif s y fera imaginaire ; 
donc dans ce cas la Courbe n’a aucune branche 
infinie. Si p eft poiitif, la Courbe a deux afymp- 
totes redilignes 8c parallèles à la ligne des abfciftes 
qui fe trouve au milieu également éloignée de 

K 4 
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l’une & de l’autre. Pour connoître le genre de 
l’afymptote , on fera y — &P = u . Cela fait par 
les réglés que nous avons données , ou dont nous 
parlerons dans la fuite , on connoîtra le genre 
d'une afymptote. De même faifant y -f- Vp — U > 
ou y — u — V p } on déterminera le genre de Pautre 
afymptote. 

31 . Si non-feulement Q , mais encore R man- 
que dans l’équation , ou fi R eft divifible par y 1 , 

• m J « 

l’équation deviendra y 1 = -, Si S man- 

que aufli , ou eft divifible par^y 1 , l’équation fera’ 

y 1 = — . , 8c ainfi de fuite : de forte 

* M x ’ 

qu’en, général on aura y 1 = ~ , équation qui fera 

connoître & le nombre des branches infinies 8c le 
genre de l’afymptote. 

Dans l’équation y* = ^ , foit d’abord fuppofé 

g un nombre impair. Si p eft pofitif , du côté des 
x pofitifs , y a deux valeurs égales , l’une pofitive , 
l’autre négative ; donc l’afymptote eft hyperbo- 
lique , & la Courbe a deux branches , entre les- 
quelles fe trouve l’afymptote reétiligne. Mais du 
côté des x négatifs y étant imaginaire , la Courbe 
ne peut avoir aucune branche infinie de ce côté- 
là. Le contraire arrive , p étant négatif. Si g eft un 
nombre pair , p étant pofitif , y a deux valeurs 
réelles, foit du côté des x pofitifs, foh du côté 
des x négatifs ; donc l’afymptote eft hyperbolique 
& la Courbe a quatre branches infinies. Mais p 
étant négatif, y eft imaginaire 8c la Courbe n’a 
aucune branche infinie. 
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Le cas dans lequel Q ou les membres fuivans 
font divifibles par y , eft plus difficile. Si R fe 
trouve dans l’équation , Q étant divifible par y & 
non pas R , foit Q = y N , N étant une fonction 
du degré n — i , de même que M & R; donc 
l’équation fubftifte entre les trois termes y 2 M -+- 
y N -H R = o. Cette équation , en fûppofant 
x = oo , peut avoir lieu fi y eft fini j on aura 

doncy — p y — q <= o (parce que — , ~ 

deviennent des confiantes p 8c q). Si l’équation 
y 2 — p y . — q = o , a fes racines imaginaires , 
la Courbe n’a point de branches infinies. Si les 
racines de cette équation font réelles , il y aura 
une double afymptote reétiligne , parallèle à la ligne 
des abfciflès. Ces afymptotes fe confondront fi les 
deux valeurs de y font égales. 

3 z. Si R manque ou eft divifible par y , l’on a 
l’équation y M + yN -j- S s= o , qu’on peut 

— x= o. Si S 

X 



réduire à cette forme y 2 — py — — 



manque auffi , on aura y 2 — p y ~ = o -, & 

ainfi de fuite. Si Q ne fe trouve pas dans l’équa- 
tion , ou eft divifible par y 2 , R étant fuppofée conte- 
nir y , enforte que R = y N , N étant du degré 
n - — 3 y fi S fe trouve dans l’équation fans être 

divifible par y , l’équation deviendra y — — — . 



o. Eloignant S & non T , l’on a y*g 



l 

x _ 

p y o , • 

— = o ; & ainfi de fuite. Si R eft — o 

x x 1 



ou divifible par y, 8c S divifible par y j fi S eftfup- 
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pofée eiifuite manquer dans l’équation , Sic. on aura 
fuccefiivement les équations y 1 — ^7 — 4 == ° i 

v*— "Li.=o; 

& ainfi.de fuite. C’eft pourquoi dans tous ces cas 
on trouve une équation à trois termes de cette 

forme y 2 — ~ — 0 3 dans laquelle g eft plus 

grand que /, ou tout au moins = f. 

Pour favoir ce qui arrive en fuppofant x= 00 , 
comparez deux termes de l’équation & déterminez 
le degre dey , enforte que ces deux termes foient 
homogènes. Si le trqifieme fe trouve infiniment 
petit par rapport aux autres , l’équation fubfifte 
entre les termes comparés. Mais fi le troifieme eft: 
du meme degré que les autres , on ne doit pas 
1 omettre. Si Te troifieme eft infini refpeéfcivement 
aux autres , l’équation ne peut fubfifter entre les 
termes comparés. Faites la même chofe pour cha- 
que paire de termes. Cette méthode s’applique 
aulîi aux équations qui ont plus de trois termes , 
^ a ^" ant P°ur la fomme des termes négligés les 
memes raifonnemens que nous venons de faire 
pour le troifieme dans le cas du trinôme. 

Dans le trinôme trouvé , pour que les deux pre- 
miers termes foient homogènes , c’eft- à-dire , du 
même ordre d’infini , il eft néceifaire que y foit du 

degré * • donc les deux premiers termes font 



A caufe que x eft fuppofé = <» , l’on a jr 2 •— 
= _I P_ 

«*/• 
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du degré — — , le troifieme terme étant du degré 

J-. Si g c= 1 / , le troifieme terme eft homogène 
aux deux autres , Sc l’on ne doit pas le négliger ; 
donc on aura l’équation y z — -77 — "777 = . 

Si les racines de cette équation font imaginaires , 
la Courbe n’a point de branches infinies } fi les 
racines font réelles il y a deux afymptotes hyper- 
boliques du degré ~~j* s f l u ^ confondent en une 

fi les deux racines font égales. Si g < i/> le 
dernier terme eft infiniment grand en comparaifon 
des deux premiers \ donc 1 équation ne peut fub- 
fifter entre les premier^. Examinons fi elle peuc 
avoir lieu entre le premier & le dernier. Pour 
que ces termes foient homogènes , y doit etre du 

degré ~ , alors l’un & l’autre terme fera du 

oo£ 

deoré — , le fécond étant dans ce cas du degré 

0 oc* 

- i or -H/) > g , fi */> g i a ° nc le 

& , r \ 1 y 



5 +/ 
OO 2- 



* Si l’on fuppofe p = — 4 & * = — 4 1 on vcrra 
aifémcnt que cette équation devient ( y + r/) * 

( r+ ir) =0 ; doncy fera un infiniment petit de l’ordre 

—-j , en fuppofant x = <». On peut prouver cela géné- 
ralement , en réfolvant l'équation ci-dcfiuï. 
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fécond s’évanouit devant les deux autres & L’on a 

l’cquation y 1 — ■— = o qui détermine le genre 

de l’afymptote. La comparaifon du fécond & du 
troifieme terme ne donne rien dans cette fuppo- 
fition , parce que le premier devient infini par 
rapport aux deux autres. Si g > 1 f , l’équation a 
lieu entre les (leux premiers , le dernier devenant 
infiniment petit refpeclivement aux autres j donc 

y == , qui défigne une afymptote hyperbolique» 

Si on fuppofe le premier & le dernier termes 
homogènes , le fécond fe trouve infiniment plus 
grand que les autres ; donc il ne peut y avoir 
d’équation entre le premier & le dernier. Le fécond 
& le dernier feront homogènes , fi y eft du degré 

> Dans ce cas le premier eft du degré 

e-f 1 • 0 

00 00 

& par conféquent il s’évanouit devant les deux 
autrçs :car ( ig — 2/) > g ; donc on aura 

y = — q _ f , qui défigne le genre de l’ afymptote. 

j j . Si le premier membre P contient le faéleur 
y ? , enforte qu’on ait P = y } M , M étant du degré 
n — j , fi Q fe trouve dans l’équation fans être 
divifible par y , l’équation aura lieu entre les deux 

premiers termes , &c l’on aura y* = — Q eft 

du degré n — 1 , M du degré n — j ; donc y* dort 

être du degré m 1 , en faifant x =; 00 • donc y = « 

Sc par conféquent infiniment petit par rapport à 
x =00. Remettant les termes evanouiflàns & fai- 
fant la divifion , il vient y } z= px 1 j donc à l’infini 
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’ la Courbe convient avec la fécondé parabole cubi- 
que j qui eft fon afymptote curviligne : elle a donc 
deux branches infinies > l’une du côté des x pofitifs, 
l’autre du côté des négatifs. Si p eft pofitif , les 
branches font fituées du côté des ordonnées pofi- 
tives , & du côté des négatives , fi p eft négatif. 

Suppofons maintenant que le membre Q eft 
divifible par y 3 , il eft vifible qu’il difparoît devant 
P , ce qu’on doit dire aufli des membres fuivans ; 
ainfi c’eft la même chofe que ces membres man- 
quent dans l’équation , ou qu’ils foient divifibles 
par y>. Si Q eft divifible par , ou manque dans 
* 

l’équation , on aura y 3 = -^j- s==: P x J en ^ Ll P“ 

pofant x infini ; donc y 3 — p x , équation à la 

première parabole cubique * j donc la Courbe a. 

une afymptote curviligne du genre parabolique , 

qui a deux branches infinies , l’une du côté des x 

pofitifs , l’autre du côté des x négatifs. Dans ce 

3 « • 

cas y == \/ p x j donc y eft de l’ordre 00 3 , c’eft- 

à-dire que y eft infini par rapport à l’unité ; mais 
infiniment petit par rapport à x =±00. 

Si R manque •aulli dans l’équation , ou eft divi- 
fible pat y 3 &c que les membres fuivants ne foi^t 

$ 

pas divifibles par y 3 l’on aura l’équation y 3 = — ? 

& parce que S & M font du même degré , l’-on 
$ 

aura — P * quantité finie j donc y 5 = p. Cette 



* L'équation à la première parabole cubique eft 7 3 = 
a' x = p x en faifanc pxsxa*. 




W. 
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équation ayant une racine réelle &c deux imagi- 
naires * , fait voir que la Courbe n’a qu’une feule 
afymptote reéHligne , dont on déterminera le genre 
par la méthode ci-deftus. 

Si S manque dans l’équation , ou cft divifible 

, , —T p 

par y' , on aura y 3 = -j-p~ = -, I manquant ou 

étant divifible par y 3 , on aura _y 3 c= — . En géné- 
ral yl = , qui défigne une afymptote hyper- 

bolique. 

j 4. Si Q eft divifible par y* , de forte que Q foit 
= y*N, N étant du degré n — $ , l’on aura l’équa- 

• N 

tion y 3 M ~hy 2 N -f- R = o , ou y } - \-y 1 — q- 
R 

— = o. Comme cette équation ne peut avoir lieu 

qu’en fuppofant y infiniment petit par rapport à x 
( parce que R eft du degré n — 2 ) , on ay ! - py 2 — 

Î i x = o. Si y* eft fuppofé du même ordre que x , 
e terme du milieu p y 1 dilparoîtra devant les deux 
autres j donc on aura y’—qx, équation qui 

donne une afymptote parabolique du degré — avec 

libelle fe confondent deux branches de la Courbe , 
l’une du côté des x pofitifs , l’autre du côté des 




* Pour le prouver fuppofez/> = <f 5 , on aura y 3 — o, 
divifant par y — d = o , le quotient donnera lequation y* 

—J- y d -f- d 1 — o , dont les racines font y = ■ — — — f- 

- j/HTI j donc la feule racine réelle eft y =: d, 

x 




Digitized by Google 




I 






Courbes Algébriques. 159 

x négatifs : il n’y a aucune autre équation pofliblc. 
Si R eft divifible par y 1 ou manque dans’ l’équation, 
il vient_y> — py 1 — q = o , équation qui fubiifte 
en fuppofant y fini. L’ordonnée y a une valeur 
réelle ou trois. Dans le premier cas il y aura une 
afymptote parallèle à la ligne des abfcifiès , trois 
dans le fécond cas , à moins cependant que deux 
fe confondent en une feule *. Quant au genre de 
l’afymptote on le connoîtra par les réglés ci-delîus. 
Si non-feulement R , mais encore S manque dans 
léquation ou eft divifible par y 1 , on auta ^ 3 — — 

py z — - =t o. T manquant ou étant divifible par 

y* , l’on a^ J — py 1 — ~~~ = o ; & en général j 3 — 

py 2 - — — . De-là réfultent deux équations , y'> = 
p y* , ou y = p t qui donne une afymptote dont 

__ a 

il faut chercher le genre , &c y 1 = , qui donne 

une afymptote du genre hyperbolique. Si Q man- 
quant , R eft divifible par y* , l’on -- — 



JL =ao. Si R manquant, S eft divifible par j - 1 , 
l’on aura y s — P -— — — = o. C’eft pourquoi en 

— — = o. Dans cette équa- 



r p y z 

â en général j ' 5 y 



* Car les valeurs de y ne peuvent être toutes les trois 
égales , autrement le troifiemc ternie ne manqueroit pa9 
dans l’équation. Voyez l'Algebre. , 
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tion f ne peut être plus grande que g , mais elle 
peut être moindre ou égale. 

11 peut arriver que g l’on ait > 3/, on g = 3 f, ou 
g < 3/. Dans le premier cas on a les deux équations 

y — — y y i =. ZTf » < l u ^ déterminent le genre 

de l’afymptote. Si g = 3 f j fuppofanr y de Tordre 
J — } le troifieme terme eft du même ordre que 

oof 

les deux premiers ; donc l’équation fubfifte entre 
les trois termes , Sc j%ura une ou trois valeurs de 

Tordre — Si g < l’on aura lcquation 

OC J * 

On voit facilement de quel genre eft Tafymptote 
dans les deux derniers cas. 

35. Si Q eft divifible par y & non pas R, 
ôn trouvera le trinôme y 3 — pyx — qx — o y 

qui donne deux équations y 1 = p x j y 1 = — - . 

La première équation marque une afymptote para- 
bolique , la fécondé une afymptote reétiligne , dont 
on déterminera le genre par la méthode ci-deflus *. 
Si R manque & non pas S, i’pn aura_y 3 — pyx — 

q = o , d’où Ton tire y 1 =p x &c y = En 

général on aura y* — p y x — = o , d’où Ton 

x s 

1 o • — ? 

tire y = p x &c y = • 

P é + l * 



* C’eft-à-dire, on déterminera la Courbe avec laquelle 
fc confond à l'infini celle de l'équation. 

Que 
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Q ne fe trouvant pas dans l’équation , fuppofons 
R divifible par y , mais non pas S , l’on aura y * — 
?y.~ % ~ ü > équation qui a lieu en fuppofant y 
iini. Comme y dans cette équation a une valeur 
réelle ou trois , il y aura une ou trois afymptores' ” 
redilignes , donc deux pourront tomber l’une fur 
l’autre i\y a deux valeurs égalçs. Si S manque & 
non T , ou T & non V y &c. on aura en général 

.y 3 - /> y - = o, d’où y y 1 =p 8c y - ZS.. La 

x . p X B 

fécondé équation donne une afymptote hyperbo- 
lique ; la première deux afymptotes reétiiignes , 
li p eft pohtif, & deux afymptotes imaginaires p 
étant négatif j c eft-a-dire , que dans ce dernier 
cas cette équation ne donne aucune branche infinie. 

Si Q ne contenant pas y quelqu’un des mem- 
bres fuivans eft divifible par y , l’équation fera de 

cette forme y* - _ X. — 0 # dans laquelle /ne 

peut être plus grande que g. Il peut arriver que } /< - 

z g-> /= * g j que }f>ig. Dans le premier 
cas on a y 1 = JL y = - T? quidéfignent 

X 1 px s 1 

des afymptotes hyperboliques. Dans le fécond cas 
les trois termes étant homogènes, y a une ou trois 

valeurs de degré — Dans ce cas l’afymptote ou 

oo3 

les afymptotes font hyperboliques. Dans le troi- 
fieme cas on trouve la feule équation/ = X qui 



donne une afymptote hyberbolique du degré — - : 



Tome II. 
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r . 3 I q 

puifque de cette équation on tire y = 

X 

3 6. Venons à la derniere hypothefe , dans laquelle 
les termes qui contiennent fioit y 2 , foit y fe trou- 
vent dans l’équation. Si Q a un fadeur y 1 , R un 
fadeur y ; &c que S fe trouve dans l’équation , l’on 
a y 5 — p y 1 — q y — r == o , qui donne pour y 
une ou trois valeurs réelles , une ou trois afymptotes 
redilignes , à moins que deux ou même les trois ne 
fe confondent enfemble. Si S manque dans l’équa- 
tion , on prendra en gçnéral le premier des mem- 
bres fuivans , pour avoiry* — py % — qy-~—=z o, 

x s 

d’où l’on tire y* — p y — q = o 2c y = — -, La 

qx* 

première de ces équations donne deux afymptotes 
redilignes , à moins que les valeurs de y foienr 
imaginaires où égales. Dans ce dernier cas les deux 
afymptoces fe confondent en une j la fécondé. donne 

une afymptote hyperbolique du degré — . 

R , manquant fi S ou quelqu’un des membres fui- 
vants contient y , l’on aura en général y } — py z — 

—j = o. Dans cette équation / ne peut être 

plus grande que g. De-là on tire cette équation 
y 3 — P y 1 — ° > °uy —P j fl 11 ' donne une afymp- 
tote rediligne. De plus fi l’on fuppofe y infiniment 

petit , y* difpasoît devant y 1 & l’on a y* -j- 4* 

px 
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— — = o * , équation de la /orme de celle donc 
f* 

on a parlé ci-devant ( j a ). ** 

37. 11 nous refte à examiner ce qui arrive Q 
•manquant & un des membres fuivants étant fup- 
pofé divifible par y 7, . Dans ce cas on aura l’équa- 

* p y* *• û y ^ 

tîon _>' 3 — — — — — o , dans laquelle e 

XXX 

ne peut être plys grand que /, ni f plus grande 
que g. Suppofons f = i c , g = 3 c , d’où l’on 

tire c=^&/= y, ou 5 / = 1^, Siyefk 
du degré , tous les termes de l’équation font 

OO 

homogènes & on ne peut en négliger aucun j donc 
la Courbe aura une ou trois afymptotes hyperbo^ 

liques du degré — — j donc une ou trois afymprote* 

hyperboliques du même degré répondront à une 
même afymprote re&iligne ***. 

Si les expofan# de x ne font pas tels que nous 
venons de les fuppofer , voyons fi l’équation peut 
avoir lieu entre les deux premiers ternies. Pour 



* En divifant ]^r p & changeant les fignes. 

** Si l’on fuppofc le fécond & le troilîcmc terme affec- 
tés du figne — , on aura une équation qu'on pourra ré- 
duire à la forme du n°. 3 i , & c'elt dans ce fcns qu’on doit 
entendre ce que nous venons de dire. 

*** C’cft-à-dire qu’à une même ligne des abfcilîcs , 
qui fera l'afymptote* répondront une ou trois Courbes 
hyperboliques , avec laquelle ou lefquelies la Courbe pro- 
pose fc confondra à l'infini. 

L 1 
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r>&j 3 

l’égalité 



cela il eft néceffaire que y foie du degré • 
du degré — Si/>2c&£>3c 

oc 3 

aura lieu entre les deux premiers termes , les autre» 
s’évanouillant. Si g > 3c, mais J — ic , les trois 
premiers termes formeront réquation.Si au contraire 
g— 3c , /> 2 c , les deux premiers 5c le dernier 
termes formeront l'équation. Il eft aifé de voir par- 
la comment, en comparant les differents termes, 
on peut trouver les équations binômes ou trinômes 
qui doivent réfulter de ces comparaifons. 

Il n eft pas maintenant difficile de comprendre 
comment il faut procéder fi le premier membre P 
contient y 4 , y\ , 5cc. 

Exemple 1. Soit l’équarion/ 5 x . (y — a:) 1 — — 
a}, (y .y ) 3 a 6 = o. Voyons d’abord ce que 
donne le faéteur triple qui fe trouve dans le pre- 
mier membre P. Divifant par M = a\ (y — x ) 1 , 
, a'.(y-hxy , ** 



on a y D 



= o. Il 



*• (. y — x f *. (/ — x ) l 
eft évident qu’en faifant x = 00 , le dernier terme 
difparoît devant le fécond ; donc l’équation a lieu 
feulement entre les deux premiers termes : or cette 
équation ne peut avoir lieu , à moins que / ne foit 
fini * , 5c par conféquent ne ^if^aroilfe devant x. 



* En fuppofant y & x d’un même ordre » , l’on aura 
y — x = d, (y — xy=d 1 , quantué finie , <fti infini- 
ment petite du fécond ordre 5 donc le’lecond terme fera un 
infini du fécond ou dit quatrième ordre, le premier étant un 
infini du troifieme ; fi on fuppofe y d’un ordre infini infé- 
rieur à x , le fécond terme devient fini , le premier étant 
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• — il X 

Mais dans ce cas le fécond terme fe réduit à — 

X 3 

= — a 3 ; dlpc jy 3 — a 3 = o , équation qui n’a 
qu’une'feule valeur réelle , y = a , qui défigne une 
afymptote rediligne parallèle aux abfcifTes. Ayant 
décrit le quarré a b c d , dont le côté = a , prenons 
les abfcifles fur la ligne a b ( fig. 1 6 ) prolongée 
s’il le faut , & les ordonnées parallèles à c a . 9 La 
ligne c d prolongée fera l’afymptote de la Courbe. 
Pour connoître le genre de l’afymptote par la mé- 
thode donnée ci-detïus , fuppofonsjy — a = a , ou 
y — a u ^ donc il eft évident que a fera infi- 
niment petit , lorfque x fera = oo . Ayant fait la 
fubftitution , je trouve a ? - f- 3 a u 1 -j- 3aa 1 «d-a 3 — 

a\(u-\-a-\-xÿ a 6 .. 

r d ; ; — — O. Mais 

x.(u-\-a — x )* x. (a — h a — *) 

parce que a eft infiniment petit & que a difparoît 
devant x = 00 ,-on aura a 3 -+- jau 1 ~ j- $aau -j- 

a 3 — a 3 d r = o j donc les deux premiers termes 

difparoiflànt devant le troifieme (à caufe de a infini- 

a 4 

ment petit ) , l’on aura sp - — - jdoncl’afymp- 

« .3 X 

tote eft du genre — , ayant deux branches / & p 

3© , 

correfpondantes à la meme afymptote rediligne 
f^P > l’une du côté des a pofitifs , l’autre du côté 
des a négatifs. On pourrait trouver la même chofe 
plus facilement par cette méthode. En ne négli- 



infini. Si y eft fappofé infini d’un ordre fupérieur à celui 
de x , le fécond terme devient infiniment plus petit que 
le premier ; donc pour que l’équation fu’ofifte entre les pre- 
miers termes , il faut fuppofer y fini. 

L 3 
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géant pas le dernier terme, l’équarion feroit y* — 
ûi + ^cso.ou (.y-Æ). a)— — 

i- ou y — a = , V":c— i ‘ Mals lorfc l ue 



— , ou y — — -r— r : . iviais touque 

y — a y l’on a y 1 «+- &y ■»+■ a * = 3 a 1 j donc y — • 

a — u — — comme ci-delïus. 
r®. . } a; 1 

Voyons à préfent ce que donne le fadeur x de P. 
11 faut regarder x comme l’ordonnée & y comme 
l’abfciflè. Eaifant la divifion par = y K (y — *) 2 , 
„ * 5 - (y-f-*)* 3 , • a& r Fn 

1 on a x -, + — r~ tî — °* c,n 

y 5 . (y—*)* , yMy— *) 

fuppofanty =z 00 ( il eft bon de fe rappeller que y 
eft repréfenté par x & réciproquement ) , le dernier 
terme difparoit devant le feçond & x devient infi- 
niment petit ; donc x = — = > qui donne 

une afymptote hyperbolique du genre j il y 

aura donc deux branches infinies g, h du côte des x 
pofitifs , c’eft-à-dire du côté de a b , correfpon- 
danres à l’axe des / , qui eft une afymptote rec- 
tiligne. 

Enfin pour déterminer quelles branches défigne 
le fadeur double (y — x)* , il faut mener la ligne 
a d * & trouver l’équation qiii 'réfulte en prenait 
les abfciftès fur cette ligne. Suppofons donc que les 
abfciftes prifes fur a d foient = t x les ordonnées 



* Car fuppofant (y — * )* = o , l’on a y — x = © , 
ou y *= x , équation à une ligne droite ad , qui fait avec 
l'axe des abiciiles a b un angle de 4J 0 î car faifant a b =5; x , 
en a bd =3 y s= x. 
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perpendiculaires fur a d étant = u. Cela pofé à 
caufe de l’angle ba d — 45 0 , l’on a (z 6 . ) t =s 
y — x y — x , t + u 

— 7 — & u = — ; donc y = — ; — , x =* 

V 1 V J- Vx 

— - — * : donc faifant les fublhtutions , l’on aura 
V 1 • 

(“-h O 3 (t — u) x , 6 

. — ■ — . 1 u — a s V. 1 i/z - 4 - æ t o , 



. . 1 u — a s t\ 1 1/ z a x=. o y 

î^i % 

ou (a+r) 3 . (t—u). u 1 — 4y/i* <t 5 r J -H za 6 oj 
donc a 1 — - 4 - —7 7 -•= o , en négligeant le 

u) b . b 

dernier terme qui difparoît devant le fécond j donc 
puifque u doit être infiniment petit par rapport à t j 

l’on aura u 1 = — j donc l’afymptote eft hyper- 

I 

bolique & du genre — ; \ donc on aura dei*x bran- 

T . 

00 

ches infinies k , i du côté des r pofitifs , entre les- 
quelles fe trouvera l’afymptote reétiligne , c’eft-à- 
dire , l’axe des t. La Courbe a donc fix branches 

infinies & trois afymptotes du genre — , — , — ;• 

3 * r 

0 00 oo _ 00 

Quant à la figure des Courbes dans un efpace fini , 
c’eft de quoi il n’eft pas maintenant queftion. 
Exemple II. Soit l’équation y % . x 2 . [y — x) — 



• y | - X 

* En effet fî dans les équations t = — 

— , on fait difparoître la fraélion * fi on ajoute en fuite 
V 1 * 

ccs équations & qu’on retranche après cela la fécondé de 
la première , on trouvera aiféraent les équations dont il 
s’agit. 

L 4 
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x y. {y 1 -f- x 2 ) ■+- 1 = o. Le fadeury — a: de P donne 
une afymptote Tediligne b a ( fig. 17.), qui fait un 
angle demi-droit avec l’axe df des abfcifies , tranf- 
férant l’équktion en prenant les abfcifles fur a b , 

■* X * . • 

on trouvera u = - , afyniprote hyperbolique qui 

fait voir que la Courbe a deux branches infinies bq, 
m c. Le fadeur x 2 en prenant p n pour l’axe des 
abfcilîès , ce qui donne y = t & x = u , fournit deux 

équations u = ~ , u = -* 3 . La première donne deux 

branches P q , 0 k , la fécondé deux branches p h , 
ti. Le fadeur y 3 doit être rapporte à l’axe des x , 
Sc l’on z ts±=: x , y == u ; donc on trouvera l’cqua- 
tion (A)— - 0 u 5 -f- t l u i> — à u — r u 3 -f- i = o, 
qui enjfaifant t = 00 , devient r 3 -h t* u — o,« 
ou (en divifant par r 3 ) u } -f-> u — o , ou k. 

= c , qui donne u — o , les racines u = ;+■ v/— 1 
de l’équation ^ + 1=0 étant imaginaires. L’équa- 
tion u = o donne une afymptote rediligne qui fe 
confond avec l’axe df. Subftituant lff valeur de u 
dans l’équation A , en regardant u comme infini- 
ment petit ou comme o , &c fuppofant t — 00 , il 

f II 

eft vifible que u> = — - , « 4 = — - • donc l’équa- 

OO i OO 

tion deviendra — u -h 1 = o , d’où l’on tire 

t- u = 1 , & u = , qui défigne une afymptore 

hyperbolique , à laquelle répondent deux branches 
infinies dx, fs j la Courbe a donc huit branches 
infinies *. 



* Je 11’ai pas détaillé le Calcul , cjui n’a rien de difficile, 
je le laide à faire aux Comiuençaas. 
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Remarque. Les afymptotes paraboliques font 
clélîgnées par une équation de cette forme y m + n z=z 
p x” = a m x ’ , en faifant p =r a m ; & les hyperbo- 



liques par l’équation y m = — = 

x 

de même p = a m + 



y en faifant 



Divifer les Lignes algébriques d’un même ordre 
en efpeces. 

38. De %e que nous venons de dire on peut tirer la 
méthode de divifer les lignes d’un même ordre en efpeces. 
Soit l’équation y 1 — f- ( l x — f— n ) y — |— rn x 1 — j— j x — H 
9=0. Cerre équation peut repréfenrer toutes les lignes 
du fécond ordre , fi on excepte le cas où y manque dans 
l'équation *. Dans ce cas la Courbe cil une hyperbole , 
à moins que l’on ne parvienne à une équation *de cette 
forme x y= o , alors l’équation réfulte de la combinaifon 
de deux lignes droites. Lorlque le premier membre P de 
l’équation , c’eft-à- dire , y 1 — l x y —J- mx 1 , eft réfoluble 
en deux fadeurs égaux , il en réfulte une parabole comme 
nous l'avons déjà dit ( n.) & comme on le trouve aulfi 
par notre méthode. Si les fadeurs de P font réels & inégaux , 
il en réfulte une hyperbole ; or par notre méthode on trouve 
la même chofe. Enfin fi les fadeurs de P font imaginaires , 
en faifant x = « , l’équation ne fournit aucune afymp- 
tote poffible; donc il n’y a que trois efpeces de lignes du 
fécond ordre , ia 'Parabole , l 'Hyperbole & YEllipfe , en y 
comprenant le Cercle , qui n’cft qu’une Ellipfc dont les 
axes font égaux. 

39. Venons maintenant aux lignes du troifieme ordre. 
L’équation générale des lignes de cet ordre eft ay * — 

( h % -(- c ) y 1 -f- dx*y H- fxy -f- g y -f- hx » -j- 
lx l — m x — j— n = o. Le premier membre P , c’eft-à- 
dirc , a y 3 — f— b y 1 x — j— dx 1 y — j— h x 1 étant de dimenfion 



« 



* Si x 1 , par exemple , manque dans l’équation , on 
fuppofera le coefficient n = o , & ainfi des autres termes. 

I 
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impaire , a un facteur réel ou trois *. Il y a quatre cas > dans 
le premier P a un fadeur réel; fi les trois facteurs font réels 
& inégaux , c’eft le fécond cas. Si deux de ces fadeurs font 
égaux, on a le troifieme cas ; & le quatrième , lorfque 
les trois fadeurs font réels 5 c égaux. Nous n'examinons 
pas le cas dans lequel P feroit= o, parce que dans ce 
cas l’équation deviendrait du fécond degré 6c la courbe 
Jètoit feulement #1 fécond ordre. Parce que dans chaque 
cas il fuffit de faire le calcul pour un fcul fadeur, foir 
ce fadeur A y — B* qui donne une afymptotc rediligne : 
en effet faifant A y — B x = o , l'on a A y — Bx , d’où 
J'on tire B : A x : y ; donc l'tfymptote fera avec Iq 
ligne des abfcilTes un angle dont le co(inqj"= B , le 

T A 

finus = A , 6c par conféqucnt la tangente = — # S» on 

rapporte la courbe à cette ligne en faifant les abfci(Tçs = / 
& les ordonnées perpendiculaires = u , on trouvera une 
équation de cette forme ai 1 u — b tu — (- eu* -f- d 
ctu -f- gt — h u -j- m = 0 (A). 

Le premier membre P de cette équation at l u — f- b t u * 
— f-ca 3 a un fadeur réel u. Suppofons qu’il n'en ait pas 
d’autre , ce qui arrive fi après avoir divifé P par u le 
quotient at x -f- b t u -f- eu 1 , n’eft pas réfoluble en fac- 
teurs réels , ou fi t* — I — — tu —1— — u 1 n’eft pas ré fo- 

rf a * 

c b^“ 

lubie en fadeurs réels , ou fi — — , cft une quan- 

44 a 1 

tité poficive , ou fi 4 a c. Si dans P on fuppofe / = 00 , 
l’équation fubfifte entre les membres P 8c Q 6c devient 
dans cette fuppofition, a t* u — f— d t 1 = o , d’où l’on tire 

( en tranfpofant 6c divifant par a t *) u = — — = <*’> en 

( . d a ' 

faifant — — =a'. L'équation «= a défigne une afymp- 

tote droite. Pour en connoître l’efpecc on fera u — a*— y, 

* Confidérant cette quantité comme une équation du 
troifieme degré , dont y eft l'inconnue, il cft vifiblc quelle 
doit avoir une ou trois racines téelles , 8c par conféqucnt 
nn ou trois fadeurs réels ; ce qui a lieu de même ea 
confidérant x comme l'inconnue. 

\ 
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ou u*=y-\-a' , Si fubftltuant cette valeur de u * on trou- 
vera par la méthode ci-deflus une équation de cette forme 

y *= , ou de celle-ci y = ^ , félon que le coefficient de 

t ne fera pas , après la fubftitution , égal à o , ou fera = o. 
Donc la première efpece des lignes du troifieme ordre a 

une afymptote droite de P efpece u = • 



La fécondé efptce a une afymptote de l' efpece u =» 

On a changé y en u , ce qui eft permis. 

Second cas. Si P a trois facteurs réels & inégaux, 
chacun de ces fadteurs fournira donc auiïi deux afymp- 

totes , l’une de l’efpece u = y- , l’autre de l’elpece u =* ~ • 

Ce cas produit quatre elpeces de lignes du troifieme ordre , 
qui ont trois afymptotes droites inclinées l’une à l’autre , 
ces efpeces font : 

• , P 

La troifieme efpece a trois afymptotes de P efpece «*=*—• 



La quatrième efpece a deux afymptotes de l'tfpece u 



P_ 

t 



6* une de t efpece 



Pf 

r 1 



La cinquième efpece a une afymptote de l’efpece u 




& deux de 1‘ efpece u = — • ^ 

La Jîxieme efpece a trois afymptotes de t efpece u — 

En examinant fi toutes ces elpeces font poflïbles , l’on 
trouvera que la cinquième ne J’eft pas , parce que parmi 
trois afymptotes , deux ne peuvent point être de l’efpece 

« *= -y , fans que la troifieme le foit de même ; de forte 

que la fixieme efpece doit être mife à la place de la cin- 



* 



# 



* IJ eft aifé de voir qu a l’infini y doit être regardé comme 
infiniment petit. * * 
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J uieme. Pour foire cet examen , on pourra fe fervir de 
équation y. (A y — B*) • ( cy — dx) - 1- ex y -f- /y 1 
-f- £* -{- Ay -}- / ==» o * , dont le premier membre con- 
tient trois faveurs réels. Si l’on transforme cette équation 
en fubfti tuant les valeurs de x & y trouvées ci-delïus ; xiSt , 
& foi font ce qu’on peut toujours foire , 

on verra que le fodeur y peut fournir une afymptote de 

l’efpece u ■=> y , & qu’il en eft de même de chacun des 
deux autres fadeurs j que les trois fadeurs peuvent fournir 
chacun une afymptote de l’eipece u = ^ , que deux peu- 
vent fournir une afymptote ehacun de l’efpece u = y , 



l'autre donnant une afymptote de l’elpece u =— — , mais 

qu’il n’eft pas poflïble que deux donnent une afymptote 

de l’efpece u =» ^ , fans que l’autre en donne une de la 

même elpece. Ainli la cinquième efpece a trois afymptotes de 

lefpecc u «= — • 
r r l 

Paiïons au troifîeme cas. Si P a un fadeur double y*, 
ce qui arrive lorfque y*‘ ni xi ne fe trouvent pas datas 
l’équation , tandis que y 1 x & y J s’y trouvent , ou l’un 
des deux feulement , dans ce cas P aura un autre fodetrt 
de cette forme ay — bx qui donnera une afymptote de 

la forme u » -y , ou de la forme u =*=■ • Le fadeur y 1 

peut auflï donner une afymptote de l’efpece u 1 — p t , 
de-li naiffent deux elpeces de lignes du troilîeme ordre. 

La fixieme efpece a une afymptote de C efpece u =*= ~ 6 > 

une afymptote de l' efpece u x — p t. 



* Cette équation , quoique ne contenant pas x x , peut 
néanmoins fervir à notre objet & elle eft très-étendue. Si on 
fuhftitue les valeurs de y & de x en t , u bc conftantes, la trans- 
formée contiendra t 1 dégagé de u \ & l’omiftîon du terme 
affedé de x 1 ne peut rien changer à nos conclnfions. 
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La feptieme efpccàa une afymptote de la forme u = ~ & 

une afymptote palabolique de l'efpece u 1 = p t. 

Il peut arriver que le premier fadeur donne une feule 

p • p 

afymptote de l’ordre u = — > ou 4e l'ordre u = ~ , le 

fadeur double n’en donnant aucun. De-là nailfent deux 
cfpcces de lignes du troilicmc ordre. 

La huitième efpece a une feule afymptote de la forme 

« = — . 
t 

La neuvième efpece a une feule afymptote de la foime 

«=£• 

Il peut fe faire aulfi qu’on ne trouve qu’une afymptote 
de l’efpece U = — , ou de l’efpece u = avec deux 

afymptotes parallèles de l’efpece u = —■ , ce- qui fournit 
encore deux efpeces de lignes. 

La dixième efpece a une afymptote de la forme u = £ ^ 

& deux afymptotes parallèles de l'efpece u = 

La onzième efpece a J une afymptote de la forme u ~ 
jï, & deux afymptotes parallèles 9t f efpece u — £-• 

Outre une afymptote de l’efpece u = ~ , ou de l'cf- 

pecc u —~r °n peut encore trouver une afymptote de l'cfpe- 

cc u 1 ~ ~ , ce qui donne encore deux nouvelles efpeces de 
lignes du troifiemc ordre. 

La douzième efpece a une afymptote de la forme u =r 
j , & une de l’efpece u 1 — j m 

La treizième efpece a une afymptote de l'efpece u ~ 



“ , & une de là forme u 



1 - £ 
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Dans le quatrième cas enfin P a un faélcur triple , Sc 
l’équation peut avoir cette forme Ay 3 — f- b x 2 — |— c y x— f— 
dy 2 — f— fx — }— g y — {— m ■— o. Si le membre Q fe trouve 
dans l’équation , c’clt-à-dire , fi b n’cft pas — o , en fai- 
fant x — oo , l’équation qui fublifte entre P & Q donne 
y* — p x 1 , ce qui donne une nouvelle efpcce de ligne* 
du troilieruc ordre. 

La quatorzième efpcce a une afymptote parabolique de la 
forme u 5 = p t 2 . 

Si je 1 manque on aura A y 3 — f- çy x — j— dy 2 
gy m ■=. o(H). Suppofons que c n’eïl pas — o , 
dans ce cas l’équation H donne les deux fuivantes. Ay 3 
— )— d x y — ® , dx y — j— fx = o , en fuppofant x — <n, 
La première donne y 2 — p x , afymptote parabolique } 
la fécondé donne y ~ a , afymptote rectiligne. Faifant 

y ci — u , ou y = u — f- al , fubltiruant dans 

l'équation H cette valeur de y & changeant x en / , on 

trouvera une afymptote de l'cfpcce u ~ 

La quinzième efpece a une afymptote parabolique de tcf 
pece u 2 ~ p t , &• une de la forme u — 

Il n'cft pas difficile de voir que l'axe de la parabole eft 
parallèle à l'afymptotc droite. 

Si ( = o , on a l’équation A y 5 dy 1 — \-fx-\- g y 
— f- m — o , dans laqudle on ne peut pas fuppofer f = O \ 
autrement on n'auroir aucune abfcifle, ni par conféquent 
aucune courbe. Faifanc x = oo , il eft évident que y doit 
être infini , autrement l'équation ne pourroit pas fubfifter; 
donc l’cquation doit avoir lieu entre les termes Ay 3 & 
fx , tous les autres sévauouiffiant 5 donc y 3 —px, d'où 
l’on tire la feizicme efpece des lignes du troifiemc ordre. 

La feiÿieme efpece a une afymptote parabolique de l' ef- 
pcce a 3 = p t. 

Nous biffions le détail du Calcul aux Commençans qui 
pourront s'y exercer avec fruit. Pour leur faciliter ce tra- 
vail , nous allons expofer les équations générales dont on 
peut tirer chaque efpece. 

Pour la première efpcce. y ( x 2 — imxy — |— n 2 y 1 ) 
-j- a y 2 — (~ b x -j- c y -}- d s= o , en fuppofant m 2 n 2 
& que b n’cll pas = o. 
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Pour la féconde efpece. y (x 1 — 1 m xy •+• rfy 1 ) -4- 
*y z -I- cy -+- d = o : en fuppofanc ri 1 ^ > m*. 

Pour la troificme efpece. y ( x — my ). (x — ny ) -4- 
* y 1 *+■ bx —H cy H— d == o, en fuppofanc que m n'eft 



pas — n , ni é = o , ni mi -H c 



(«— a ) 1 



ni a b -4- c -4— — — = o. 

(m — n) 1 

Pour la quatrième efpece. y (x — my ).{x — ny) -4— 
ay i - 4 — c y -+» d = o. Dans cetcc équation on ne doit pas 

• . . <2 l 

avoir m = n , me -H— — = o. 

( m — n )*• 

Pour la cinquième efpece. y ( x — my). (x — — ny) -4— 

a z y . 4 

4 y* — rL — - — d — o m n’ecant pas‘= n . 

( m «/ r 



Pour la (îxieme efpece. y 1 (x — my ) - 4 - a x 2 -f- bx -f- 
<y -4- d = o ; pourvu que l’on n'ait pas a = o , ni 
a m 3 a- — m b — c = o. • 



Pour la feprieme efpece. y'~ ( x — my ) -4- a x 1 -4— 
b x -4- m ( im 2 a 1 — b ).y — f— d = o , a n’étant pas = 0. 

Pour la huitième efpece. y 1 ( x — my) — |— b 1 x — (— 
<y -J— e/ = o 5 fi l’on n’a pas b — o, ni c — — m b 1 . 

Pour la neuvième efpece. y 1 {x — my ) — |— b 1 x — 
m b 1 y — |- d= o§ fi b n’eft pas — o. 

Pour la dixième efpece. y 1 ( x — my ) — b % x-\-cy - f- 
d = o ; c n’étant pas =m b 1 , ni b — o. 

Pour la onzième efpece. y 1 (x — my) — b 1 x -f- m b'- y 
— J— d = o ; pourvu que l’on n'ait pas b = o. 

, Pour la douzième çfpccc. y 2 ( x — my ) — |— cy -4- d 
= o 5 c n’étant pas = o. 

Pour la treizième efpece. y 1 ( x — my) d = o. 

Pour la quatorzième efpece. y 3 -(- ax l - 4 ~ bxy - 4 - cy 
-4- d = o } a n'étanc pas = o. 

Pour la quinzième efpece. y 3 -j- bxy -+- ex- 4 - d=o ; 
b n’étant pas = c. 

Pour la feizieme efpece. y 5 - 4 - a y b x = o , en 
fuppofyit que b n’eft pas — o. 

M. Ncv/ron , dans l’énumé^tion des lignes du troilîeme 
ordre, a fait. attention à la figure de la Courbe dans un 
cfpace fini ; aulfi a-t-il multiplié conlidérablemcnt les cfpeccs 
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de ces Courbes *. Nous avons mieux aimé craitcr ccrte 
matière d'après le favant Euler. Si l'ou veut connoître les 
différentes figures de ces Courbes dans un cfpace fini , il 
fera bon d’appcllcr genre ce cjuc nous avons appelle ejpcce, 
en nommant ejpeces les variations notables qui peuvent 
arriver à ces Courbes dans un efpace fini. On peut voir, 
maintenant comment on doit s’y prendre pour avoir les 
genres des Courbes du quatrième , cinquième , &c. ordre. 
La matière cft valtc , mais elle ell plus curieufc qu'utile. ' 

* 

Seconde méthode pour trouver les afymptotes ■ 
des Courbes. 

40. Cette méthode efl fondée fur la nature du 
quarré ajgebrique , dont nous parlerons bientôt. 

Problème. Etant données deux quantités de la 
•forme a x m , b y' qu'on fuppofe du même ordre m j 
trouver une autre quantité c x" y* qui foit du même 
ordre que les premières & qui ait un expofant p. 
Suppofons y = ex", ou y = x" : car le coeffi- 
cient confiant c ne peut changer l’ordre de .v , 
auquel on fait ici feulement attention j donc y' = 
x r ‘ 8c by‘ = b x"‘ ; donc ax m eft^iu même ordre 
que b x"‘ j donc nt — m. Car les coefliciens conf- 
tans & finis b 8c a ne changent point l’ordre de 
ces quantités 5 donc pour qu’une quantité foit du 
même ordre que l’autre , il faut qu’une des varia- 
bles foit telle que fa valeur étant exprimée pat 
une puifïance de l’autre variable & fubftituée à la 
place de cette variable , il en réfulte la même va- 
riable avec le même expofant. Suppofons ‘mainte- 
nant a x m = dby‘ , ou y‘ — ~ x m = g* x n - donc 

- c » 

* M. Newton auroit pu , en fuivant fa méthode , trou- 
ver un plus grand nombre d’efpcces qu’il n'a fait. 
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y — S x &v p — g r x ' ’ Subftiruant cette valeur 

m p 

de y dans ex" y , on a g' x”*~ =z c x"yP; or 
cette quantité eft fuppofée du même ordre que 

ax* ; donc m Multipliant tout par t 

& tranfpofant , il vient mp = m t — ni , d’ou 

l’on tire ( en divifam par m ) p = t — 11 , n 

m ’ 

2, t = io, m = 5 , p fera = xo — 4 = 6 5 & 
l’on aura <z a*” , b y‘ , c x n yP , ou by‘° t 

ex ' 1 y 6 du même ordre. En effet, de l’équation 

mp * 

y” - gPx‘ , on dre s= ** ( en négligeant les 
coefhnens confiants ) , ou/ = .v. Subftituanc 
cette valeur de y 1 l’on a a x\ b x f , c x\ quan- 
tités du même ordre. En général pourvu que l’expo- 

fant p de y foit = t — — , la troifieme quan- 
tité fera du même ordre que les deux premières. 

Corollaire I. Si fur ë b s= m , on cleve la 
perpendiculaire ac = t (fig. 18.) , prenant ad=*z 
f p =n t ap — fd — p-, les triangles cab , cpf 
femblables à caufe des parallèles p f, a b , don- 
neront ab \ac:\ f p : p c , ou m : t :: n : pr ■ — 

^■jdonc 4 />=:ps tf f r cpeft = t-lij donc 
fi dans là quantité c x n yp — c x * d y*p * y D n mer 



* Quoique ad Sc ap (oient des lignes, nous les regar- 
dons comme des expofaots ,* parce que rien n’cmpcclie de 
teprefenter des nombres par des lignes. 

Tome II, 



M 
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t — — au lieu de p elle fera du même ordre que 

T71 

les quantités a x ab , by ae . 

Corollaire II. Pudique le point/ eft déterminé 
par c x‘ d y ap qu’on fuppofe du même ordre que 
(U- 1 *, by*‘, le point g fera a ulîi déterminé par 
dx th y‘‘ en fuppofant cette quantité du- même 
Ordre que les précédentes \ or la pofition de la 
droite bc ne dépend que des points g &/; donc 
tous les points litués fur b c détermineront des 
quantités du même ordre. 

Remarque. Si m étoit négative , on prendroit 
le point b fur le prolongement a B de cette ligne, 
& fi t étoit négatif on prendrait le point c fur 
a C , &c. 

41. Paflons maintenant à la conftruétion du quarré 
algébrique ou analytique. Divifez en parties égales 
les côtés d’un quarré idg. 1 9) , &: tirant par les points 
de divifion les lignes que repréfente la*figure, écrivez 
à la marge les différentes puiflànces de x &cy comme 
vous le voyez * , &c vous aurez une figure que nous 
appellerons quarré algébrique ou bien quarré ana- 
lytique. Cela fait , chaque quantité c at ? y ' fera déter- 
minée par la rencontre des lignes , dont l’une va 
de .v 3 fitué à la partie fupérieure.du quarré à a* 
fitué à la partie inférieure , l’autre ligne étant ter- 
minée aux deux côtés 'du quarré en y s ôc ainfi des 
autres. C’efi? pourquoi on pourra place* dans le 



* On peut pour cela Ce fervir d’une tablette de bois 
peinte en noir , en écrivant à la marge avec un poinçon 
les x Si les y avec leurs expofans. On pourra fe fervir de 
blanc d’Efpagne pour écrire ce qu’on veut effacer, ou bien 
marquer avec des épingles la pofition des points; ’ 
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quarré algébrique tous les termes d’une équation 
qui ne pallèra pas le fixieme degré . , en ie lou- 
Venanc de placer le terme confiant au point déter- 
miné par x a y° *, Si l’équation étoic d’un degré 
pins élevé , l’on augmenteroit le quatre , afin de 
pouvoir placer x 7 , .v 8 , Sec. y 7 , Si l’équa- 

r vi# 

tion contenoit x y » parce que \/% = 1.41 
à-peu près , on placerait ce terme au concours des 
deux parallèles, dont l’une pailèroit par le milieu de 
la divifion qui fcpare a*‘ &c a*°, l’autre par la 
ligne qui va de y 1 àj'j mais un peu plus près de 
y 2 que de y‘ , parce que 1.41 efi: un peu plus petit 
que 1 +#• Au refte une petite erreur n’eft pas ici de ' 
conféquence. Pour placer cy , on fera attention que 
cy — c x°y ’ . De même pour placer b x , par exemple , 
on remarquera que’ b x eft = b y° x\ Il eft vifible 
qu’en fuppofant x — 00 , fi l’on prend x 3 , pat 
exemple , tous les termes du rang horizontal fitués 
à la gauche de .v 3 difparoîtronr j mais au contraire 
tous ceux de la droite s’évanouiroru, fi x efi: = De 

même faifant y = 0° tk prenant y 3 , par exemple , 
tous ‘les terntes y i ,y‘ , &c. fitués au-defious dif- 
paroîtront , «au contraire tous les termes fitucs 
au-delïus de y^ doivent s’évanouir, en fuppofant 

y 55 A . 

41. Problème. Etant donné e une équation entre 
x & y j trouver la valeur d'une des inconnues en 
fuppofant l'autre infinie ou infiniment petite. Soit 
l’équation 

4î‘y ! — exfi -4 - f x' y ' -f- ky 1 -f- my -4- q — o. 
*— bx 3 y 5 ^y* *+*' px'-y 1 — Ix 1 y '~ — h xy 

-+ -hx^y* — P x '~y 

.»■ ' • — 1 . 1 " — ■ ■ ■ » 

* Il s’agit ici des Quations à dcijx inconnues. 

M i 
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En l’appliquant fur le quarré algébrique , l’ordre 
des points fera celui qu’on voit dans la figure , Sc 
joignant tous les points extérieurs par des lignes , 
on aura un polygone dont le périmètre eft concave 
vers l’intérieur. Suppofant maintenant x = oc , on 
prendra la partie du pcrimetre dont la concavité 
eft tournée vers la gauche* l’autre partie difpa- 
roilïint dans ce cas , 8c l’on aura l’équation — b x>y 5 
-f- kx* y 3 — / X 3 y 1 — p x 1 y-\- q = o, qui contient 
cinq valeurs de y , & par conféquent autant que 
la propofée. Pour les trouver nous partagerons 
l’cquation en d’autres plus fimples , indiquées par 
les côtés du périmètre de la figure. 

I. —bx i y' > hx*y^ = o , ou by 1 — h x±: o , en 

changeant les lignes 8c 
divilant par X* y 3 . 

II . h x* y 3 -— l x 3 y* — p x*y = o , ou en divifant par x*y t 

' hx 1 y'-~lxy-pz=o. 

III. — p x 1 y + j = o, ou en changeant les lignes 

p x 1 y — q = o. 

De la première équation on tire y = + 
de la fécond 



xhx 



La troi- 



fieme donne la cinquième racine y = — 

Si l’on fuppofe x infiniment petit , on prendra 
la partie du périmètre qui eft concave du côté de 
la droite , & l’on aura 1 équation a x* y 3 — ex y* 
+ * y 1 -fi m y • -f- q = o. Pour trouver les cinq va- 
leurs de y que contient. l’équation , on la partagera 
en ces «ois autres indiquées par les côtés du péri? 
métré. 



Digitized by Google 




Courbes Algébriques. 



i S i 



L a x r y ’ — cxy 4 = o, ou en divifant par xy+ y 

axy — c= o, d’où l’on 

tire y = — . 

a * 

*11. — car j 4 + kÿ = o, ou — cxy 7 -\- k=z o; donc 

k=zcx.y\ 8cy*=z • 

donc y = -h [/* — , 

— c* 

III. + m)' + qz=so y dont les racines font 

— m V^m 1 — iqk) 

y ~—- k . 

Çuppofant y = <» , la partie du périmètre , dont 
la concavité , à commencer par la droite , regarde 
le côté inférieur du quarré , déterminera l’équa- 
tion h x*yî— bx^ y s -\- a x * y* — c x y* ky* — o. 

Les quatre valeurs de x que contient cette équation , 
de même que la propofée, fe détermineront parles 
équations fuivances , indiquées par les côtés du 
périmètre. 

I. hx*yi — b *3 y % = o , d’où l’on tire x = 

h 

II. — b x l y 5 -)- a x 1 y 5 = o , d’où l’on tire # = ~y° = ~. 

b ^ b 

• III. ax 2 y 5 — cxy 4 = o , d’où l’on tire x = ~= . 

ay a 

IV. — c xy 4 -f k y'= O , ou c x j*— k = O , ou x = 

C • 

Il eft facile de voir que ces racines vont en 
décroiflant de la première à la derniere. 

. Si l’on fuppofejy infiniment petit , la partie du 
périmètre qui eft concave du côté fupérieur du 
quarré , en commençant par la droite , donnt 

M i 
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h x 4 y 3 — l x 3 y 1 — p x*y + q — o. Les côtés cfn 
pcrimetce font connoitre les équations fuivantes. 
I. h x 4 y } — / x 3 y 1 — p x 1 y — o. 



II. — px 1 y -+- q = o. 

De la première on tire h x 1 y 1 
hp + ll) 

OUT = - r— r- * 

i h y 



— Ixy —p = o.. 



De la fécondé on tire p x 1 y — q a= s, oa 

*■=•!, & . v= +y'7ïv 

■ py \pyj 

Cette méthode réfulre delà nature des équations. 

En eflet foie réquation x 3 — ax 1 +abx~abcx:o i 



>p — | — CL Ç 

— - c é c 

dont les racines font a , b , ç. 

Si l’on fuppofe a infini par rapport à b Sc b 
infini par rapport à c, l’on a l’équation, a- ? — ax 1 4> 
a b x — abc = o ; d’où en joignant chaque terme 
avec celui qui le fuit , on forme ces équations plus 
fimples x J — a x 2 xx ô , ou x — a =. o , ou -v = a. 
En fécond lieu — a x 1 -p a b x = o^ d’où l’on tire 
x '-*• b == o où * 5= b ; en troifieme lieu l’on a 
uxb x - — abc = o , ou .v — c === o , ou x = c. 

Remarque I. On peut donc par le moyen du 
quâtré algébrique trouver facilement les racines 
d’une équation à deux variables x fit y , dans la- 
fuppofirion d’une de ces variables infiniment grande 
ou infiniment petite* 

► -Remarque II. Les racines de l’équation 
'■ réduite dans la fuppofition de l’une des variables 
infinies , ne peuvent différer des racines de la 
ïricme équation non réduite , que d’une quantité 
évanouifiance par rapport à ces mêmes racines j 
. de forte que fi l’équation réduite donne y = a , 
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l'équation non réduite , donnant y = a -f- B , on 
doit conclure que B difparoît devant a. 11 eft évident 
que fi a eft imaginaire , la racine le fera aufti : mais 
li a eft une quantité réelle & B imaginaire', la ra- 
cinefera de même imaginaire. On ne peut donc pas 
favoir par l’équation réduite fi la racine trouvée eft 
imaginaire. Si B eft une quantité imaginaire , on 
pourra toujours la réduire à la forme c -f- d i/^i 
( ainfi que le favent les Géomètres ). De plus 
l’équation , outre la racine a -f- c + d \/~i , en. 
aura une ^utre = a H- c — d j/ (— 1 ) , d & c étant 
extrêmement petits par rapport i a ; donc dans 
le cas de B imaginaire , l’on aura y = a c 
d \/ &cy — a c — d \/—i j donc l’équation 
réduite contiendra y — a = o , y — — a = o , c’eft- 
à-dire , fera divifible par (y — a) 1 . Si cela n’arrive 
pas, la racine ne peut être imaginaire. Si cela arrive, 
pour favoir fi elle eft imaginaire lorfqu’on cherche 
la valeur de y dans le cas de x = 00 , fuppofons 
que l’équation rranfportée fur le quarré analytique 
éc réduite par la méthode ci-detfiis , fournilfe celle- 
ci (y — a y = o , on prendra dans l’équation non 
réduite les quantités de l’ordre immédiatement infé- 
rieur à celui de l’équation qui a donné (y — a)* ~ o : 
ainfi fi le côté a d du périmètre ( nous appellerons 
ce côté une directrice ) a donné une équation de 
cette forme a y' — b x 4 y* = o , on prendra 
dans l’équation non réduite la quantité x 1 y 4 qui 
appartient à l’ordre immédiatement inférieur à celui 
que donne la directrice ad , & cirant par .v ty 4 la 
directrice pq parallèle à da par le point le plus 
proche de la directrice a d , en forte qu’aucun des 
termes contenus dans l’équation ne tombe entre 
les parallèles a d &cpq } tous les termes fitucs fur 

M 4 
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pq feront d’un ordre immédiatement inférieur à 
ceux de la directrice ad*. Ajoutant les nouveaux 
termes à ceux de la directrice ad 3 l’on verra s’il 
en réfulte encore une équation de la forme ( y — g)* 
= o , en faifant a -y c — g 3 &c c étant la quantité 
qu’ont donné ces nouveaux termes. Si cela arrive 
on cherchera une nouvelle directrice qui contienne 
les termes de l’ordre immédiatement inférieur à 
ceux de la directrice p q 3 on ajoutera ces nou- 
veaux termes , & ainfi de fuite jufqu’à ce qu’on 
ait épuifé toute l’équation } ou qu’on ait cefle de 
trouver une équation de la forme dont nous venons 
de parler. 

43. Problème. Étant donnée une équation de cette 
forme : ax m y n -f- b x m + * y H + 1 4- c,x m+lt y n+ x f -f- 
& c. = o , dans laquelle les expofants des deux va- 
riables font en progreffion géométrique croiffantc ou 
décroifjante 3 les coefficiens a 3 b 3 &c. étant réels 3 
ou o 3 on demande de trouver la valeur de y pour 
une valeur de x donnée. On peut toujours ordonner 
l’équation de telle forte que les expofants de y 
aillent en dccroiffant. Il fufht , fi cela eft nécelTaire, 
de renverfer l’équation , en prenant le dernier terme 
pour le premier , le pénultième pour le-fecond , &c. 
Cela pofé , fuppofons que n 3 n y- p 3 n-f- 2 p » &c. 
eft une progremon arithmétique dccroiftànte j c’eft- 



* C'eft-à-dirc , qu’il n'y aura aucun ordre intermédiaire 
entre l’ordre de la directrice a d ht celui de la directrice 
pq, quoique d'ailleurs les ordres de ces directrices puisent 
être éloignés l’un do l’autre. Si l’ordre de la direétrice a d 
eft le dixième, & celui de la direétrice pq le fepticme 
ordre : il n’y aura dans l’équation, aucun terme d’un ordre 
intermédiaire entre le feptieme $£ Je dixième. 
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à-dire , fuppofons que p eft négatif 4 divifez l’équation 
par x m y n , ce fadeur contient une racine y — o. On 
aura a -4- b x‘y r -4- c x 1 ' y* p -4- &c. = o. Fai- 
fons x‘y T = ^ j fubftituant cette valeur de x'yf 9 
il vient a -H b\ -+- c % 2 -4- d\ 3 -+- ôcc. = o. 
Cherchez les valeurs de c’eft-à-dire, les racines 
de cette équation , Ôc cela par approximation fi l’on 
ne peut les avoir autrement , & \ fera fuppofé 

connu. Mais l’on a x‘y f = \ ; donc y v = — , t ou 

F ■* 

y-vTL-, donc on aura les valeurs de y , puif- 

X < j 

qu’on connoît \ & que x eft donné par fuppofinon. 

F t 

Corollaire.' Si l’on fait y/ 1 = a & = ?, 

F - « — « 

■ y" 7 p p ^ 

on aura y = y s= \ x = ax , quan- 

x r 

cité imaginaire fi a eft imaginaire , ou fi a étant 
réel , q eft une fra&ion de cette forme - , n étant 

X 

un nombre impair & x étant fuppofé négatif. 

Exemple. Soit l’équation a y 6 -+- bxy 4 *+■ 
e x 1 } 1 -4- d x 3 = o , on aura n = 6 , p = — 1 1 
m — o , t = 1 . Divifant par y 6 = x m y” , il vient 



bxy~ 



■cx'y-* 



dx 3 y~ 6 xx o. Faifant 



xy~ *, ou— = î , il en réfulte 

d i 3 = o ; ce qu’on pouvoit tirer de l’autre étjuation 
en faifant yxxiécx 1 = & qu’il eft bon de 

remarquer , parce qu’il en eft de même dans les 
autres cas. Suppofant maintenant % connu par le 
moyen de l’équation que nous venons de trouver. 
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nous aurons ~ = a x* = * x' = { X J } en fup- . 
xp ■ * 

pofanr * = 9 , 8 c 1 = 4. Il eft aifc de voir que dans 
a x 1 , la valeur de a peut n’être pas la même que 
dans l’équation propofée. 

44. Proble m e. Etant donnée une équation 
algébrique entre x &y > trouver la valeur de y par 
ttne férié, compofée de x & confiantes j & cela d’au- 
tant plus exactement qu’on prendra un plus grand 
nombre de termes.. Suppofcms d’abord x s= 00. Ré- 
duifant l’équation dans certe fuppofition par lé 
fhoyen du quarré algébrique , on trouvera iei 
racines y > dont les valeurs auront la forme ax 1 , 
a étant une quantité confiante quelconque, & q un 
expofant quelconque. Prenant une de ces racines 
a x * , fubftituez dans l’équation , Y -P- a à 
la place de y j réduifez de même l’équation qui 
en réfultera , dans la fuppofition de x = 00 8 c 
cherchez les nouvelles racines Y. Si vous en trouvez 
plufieurs , prenez celle qui eft du plus bas ordre. 
Soit donc Y = B.v’'. Dans la derniere équation dont 
les variables font x 8 c Y , écrivez à la place de Y 
la' quantité y' Y , ou plutôt y' -+- Bac r , vous 
aurez une nouvelle équation entte x 8 c y'. Con- 
tinuez de même à fubftituer , en cherchant tou- 
jours la valeur du dernier y' ,y" , 8 cc. fubftituez 
jufqu’à-ce que vous arriviez à une. quantité ima- 
ginaire , ou que la férié foit finie , ou que vous 
ayez tfouvé autant de termes que vous jugerez 
nécefïàire pour votre objet , 8 c vous aurez y = 
ûï* -f- Y -f-jy' -\r'y" &c. Les quantités Y, y ’ , 
8 cc. feront toutes d’une forme qu’on pourra ex- 
primer par B x'. Si l’on fiippofe x — f- , on ré- 
duira l’cquation par le quarré analytique dans cette 
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même fuppofition, le refte s’achèvera de meme. 

Exemple 1 . Soit l’équation y 3 — x y 1 -f a xy 
b x 2 ab 1 z=. o , on demande y exprimé par 
une férié d’autant plus convergente que x eft plus 
grand. Faifant x = 00 , 8 c appliquant l’équàtion 
au quarré algébrique , on la réduit à celle-ci y 3 — 
xy 1 —j— b x 1 — o j d’où l’on tire par les dire&rices 
y 6 — x y* = o , — xy 1 -+- b x 1 = o. La première 
en divifant par y 1 & tranfpôfant , donne y = x 5 la 
fécondé donne y s= 4- V(é.*r) & y — — V {bx). 
chaque y promet une férié. Pour la première on 
a y z± x = a x 1 ; donc y = Y a x 1 . Subftituanc 

cette valeur à la place de y , ou pour moins d’em- 
barras , fubftituant y -f- a xi , ou y -f x , au lieu 
de y dans l’équation donnée , il vient en réduifant 
& faifant a -4- b = c , il vient , dis-je , y i 
xx y 1 -+- x 1 y -4- axy -f- ex 1 -4- a b 2 == o (D) , 
qui dans la fuppofition de x = 00 devient y } -4- 
a 'xy 1 -4- x z y -4- c x 1 xx o , dont les racines font 
contenues dans les équations.j J -f xx y 2 4- x 2 y= o , 
x*y -4- ex 1 — o , que donnent les dire&rices. La 
première en divifant pat y devient y 1 -4- 1 xy -4- 
x 1 — o , ou Xy -4- x) X -Xy - 4 - *• ) = o ; donc 
y = — a: , racine inutile , parce qu’elle détruit le 
premier terme x de la férié ; il faut donc em- 
ployer l’ailtre équation x % y -4- c x 1 =x b , qui en 
tranfpôfant & divifant par x 1 donne y — — c y 
fécond terme de la férié. Pour avoir ie troifieme 
on fubUitueray — - c à la place dé y dans l’équa- 
tion D que nous venons de traiter , & l’on aura 

y — 5 e y* -+-3 c '~ y — ^ — o 

•4- xx y * — ^cxy-^-xe'x 
-4- ■** y -**"■ » crx 
rt - axy a b % . 
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Cette équation étant appliquée au quarré algé- 
brique , fournit cette équation utile x 1 y ic 1 x 

— flc*= o ' y donc divifanc par x 1 8c tranfpofant , 

y xz , troifîeme terme de la férié y =t 

• / ,\ ( <* H - *> b ) s C a • -f - b. ) 

x-içi-y-b) ; — : : &c. en mettant 

X ~ 

a -+- b à la place de c. On peut de même trouver 
tant d’autres termes qu’on voudra. Mais il eft facile 
de voir que x étant fuppofé fort grand , le troifîeme 
terme eft fort petit par rapport au fécond , 8c celui- 
ci par rapport au premier , Sc qu’on peut négliger 
les termes qui fuivent le troifîeme. 

La fécondé racine de l’équation donnée a été 
trouvée = -+- y/ b x , qui eft le premier terme de 
la férié qui doit repréfenter la fécondé racine y. 
Ecrivons dans la propofée y -+- \/ b x à la place 
de y 8c faifant pour abréger b = i dans l’équa- 
tion donnée 8c dans \/b x , on aura l’équation 
propofée y 3 — xy 1 a xy -4- x 1 -+- a = o , 

. I 

dans laquelle fubftituant .y .+ x l au lieu de y 8c 

réduifant, l’on a y* + 3 y* x* *4- $y x -4- x 1 — 
, L 1 

y x — xy x' -b « x'y -f- ax l -4- a = o. Cette 

équation , mife fur le quarré analytique , donne 

i - * 

cette équation utile x‘— lyx 1 4- a x 1 = o, d’où 
l’on tire 1 — 1 y a =■ o 8c y= ~ 4 ï > °uen 

écrivant b à la place de 1 t y = fécond 

terme de la férié , 8cc. Si l’on fuppofe le premier 
terme négatif, on aura la troifieme férié y = — 
.. a -\- b . . 

| /bx-t &c. 
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Si dans l’équation propofée on fuppofe x — * 

on trouvera l’équation y 3 + a b 2 = o ,qui n’a qu’une, 

racine réelle y = - /(* b * ) » les autres racines 

J 3 

étant imaginaires ; ainfi — y' [a b b) fera le pre- 
mier terme de la férié. On trouvera le fécond en 

écrivant dans l’équation propofée y —à' b' à la place 
de y ce qui donnera une nouvelle équation , que 
j’appellerai A. Appliquant l’équation A au quarré 
algébrique , on trouvera dans la fuppoiition de 



a: = -sr , les deux équations fuivantes )a' 6 'y — ■ 

a'f x— i^b’y — o. 

Cetre derniere équation divifce par y deviendra 
du fécond degré &c les racines quelle donnera feront 
finies, tandis que nous cherchons une racine infi- 
niment petite ; ainfi. elle eft inutile. La première 

étant divifée par a' b* donne 5 b y —b x — a x 

1 i i 

«= o j donc y = + * — i donc en s’en tenant 

î * 7 

• T,T, (»W),« 

aux deux premiers termes , y — — a b , 



S.-peu-prè$ à caulè de x fort petit. v 

Exemple II. Soit l’équation -y x 1 y + a y * 
— 1 a 2 y + a} — o , on demande une férié qui 
donne y d’autant plus exactement que .v eft pris 
plus petir. Appliquant cette équation au quarré 
algébrique , elle fe réduit , dans la fuppofition de 
x = , à cette autre équation ay z — 2- à 1 y + 

a) = o , ou en divifant paç a , y 1 — 1 ay + a* 
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■sc o , ou ( y — a ) 1 = o ; donc elle a une racine 
double y = a 3 y = a ; de forte que le premier 
terme des deux iéries qui doivent (louAer les va- 
leurs de y eft a. Pour trouver les féconds termes 
de ces fériés , je fubftitue y cl dans l’équation » 
propofée à la place de y , &c j’ai -j- x'y+'ax % 

-f- ay~ — o\ qui dans la fuppofition de x infini- 
ment petit donne , en l’appliquant au quarré algé- 
brique , ay 1 + a x 1 = o , ou y 1 -f x 1 = o , ou 
y — Hh |/ — j .- 1 j donc le fécond terme de chacune 
des fériés eft imaginaire ; ainfi les fériés font elles- 
mêmes imaginaires & leur continuation eft inutile» 
Remarque. Si l’on trouve une équation de cette 
formé (y — a) n = o , on aura autant de fériés que 
n contient d’unités, le premier terme de ces fériés 
fera = a. Si n — 1 , a appartiendra à une feule 
férié , dont le premier terme & les fuivants feront 
réels. Si n =3 z , il peut fe faire que le fécond ou 
le troilleme , &c. terme des deux fériés foit ima- 
ginaire ; il faut donc opérer jufqu’à ce que l’on 

f iarvienne au terme où les deux fériés fe féparenc 
'une de l’autre , alors on trouvera deux termes , 
un pour chaque férié , qui feront tous les deux 
réels ou tous les deux imaginaires. Dans le premier 
cas on peut être fûr que les fériés font réelles. 
Mais fi les féiies doivent être les mêmes , les va- 
leurs de y étant les mêmes pour l’une & pour 
l’autre , il faudra continuer les fériés jufqu a Ja fin , 
afin d’être afflué qu’elles ne contiennent aucun 
terme imaginaire. Si n — $ , le premier terme des 
trois fériés fera = a & l’on continuera la férié 
jufqu’à ce qu’on foit arrivé au terme où elle fe 
partage en trois , ce qui ne peut fe faire que pair 
l’extra&ion d’une raéine cubique , qui donne oa 
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trois racines réelles , ou deux imaginaires & une 
réelle j donc au moins une des trois (cries fera réelle. 
En général il faut opérer jufqu’à ce que la férié, 
fe fourche en un nombre n de fériés. Mais il la 
férié dont le premier terme eft donné par l’équa-, 
tion (y — a) n — o , ne fe fourche pas , c’eft une 
marque qu’il y a autant de fériés égales & autant 
de valeurs de y égales , qu’il y a d’unités dans n. 

Remarque 1 1. Puifque les (cries qu’on cherche 
font une fuite de termes d’autant plus petits qu’ils 
s’éloignent du premier , en forte que les ordres 
de ces termes font différents , du moins en fup- 
pofant l’inconnue de la fuite infinie ou infiniment 
petite, il faudra rejetter toutes les valeurs des racines 
qui donneroient un terme égal , plus grand ou du 
même ordre que les précédents. On doit rejetter 
aufii les racines qui donneroient un terme qui dé- 
truire r qrelqu’un des précédents. C’eft ainfi que 
dans le pvmier exemple on a rejette — x qui 
détruifoic le premier terme -J- x. 

Pailons maintenant à la recherche des branches 
infinies & des afymptotes des courbes. Si l’on prend 
une partie p p de l’abfcifle a p infiniment petite 
(fig. 2.0 ) , nous l’appellerons d x , & une partie 
m o de l’ordonnée , aufii infiniment petite , nous 
l’appellerons d y &c nous ferons le finus total = t. 

45. ThÉor. La tangente de L’ angle de la Courbe 
avec une parallèle ù La ligne des abjùjjts en un point 



d y r ' j 

quelconque m ejl = — 3 & la tangente de l'ange de 



la Courbe avec fon ordonnée efl — , d'autant plus 

J d y 1 

exactement que les points m & i feront plus proches 
L'un de l'autre. En effet la portion m i de la Courbe 
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fe confond avec la portion correfpondante de la 
tangente M m , d’autant plus exactement que p p 
eft plus petit * -, or le triangle m i o reétangle en o 
(à caufe de i o parallèle à ap & de mp per- 
pendiculaire fur l’axe pa : car on fuppofe l’angle 
des coordonnées droit) , donne , en prenant i o pour 
rayon, dx = p p : dy = o m \\ i : tang. mio 
dy 

x= — j donc i*. &c. Le même triangle donne dy: 



dx 

d x : : i : tang. imo — — . 

Corollaire. Donc fi. ^ eft = a, on aura 

dx 

dx idy i : a. Si a — o , l’angle mio fera =o, 
c’eft-à-dire , que la Courbe eft alors parallèle à 
la ligne des abfciflès : ainfi les branches de l’hy- 
perbole vulgaire font cenfées à l’infini parallèles à 
leurs afymptotes. On fait auflï que la régente qui 
pafte.par l’extrémité du petit axe de Mllipfe eft 
parallèle au grand axe. 

46. Problème. Etant donnée l’équation d’une 
Courbe , trouver pour chaque branche infinie de 
cette Courbe la valeur de y ou de x par une férié 
dont les termes aillent toujours en diminuant. 
Pour les branches qui s’étendent à l’infini dans la 
direction de l’axe des abfciflès , fuppofez x = o» 
6 c cherchez la férié que donne y dans cette fup- 
pofition. Pour les branches qui s’étendent à l’infini 



* Lorfqu’on fuppofe le point m infiniment proche du 
point i , l’angle de la Courbe avec l'ordonnée , ou avec la 
ligne i i> parallèle à l’axe des x , eft cenfé le même que 
celui que fait la tangente avec les mêmes lignes. 

dan^ 
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dans la diredlion de l’axe des ordonnées , changez 
dans l’équation y en x 8c réciproquement , & cher- 
chez eniuite la valeur de y comme pour le cas pré- 
cédent. 

CoROLLAiRE k La férié ainfi trouvée fera y— a 
b x r -j- c x‘ -+• 8cc. a, b , c , &c. font des quantités 
confiantes & les expofants r, a, 8cc. doivent aller en 
diminuant , autrement la férié ne feroit pas conver- 
gente puifqu’onfuppofe xau moins fortgrand.Si l’on 
fait x— oo , la féne le réduit au premier terme & l’on 
a y — a x r . Maintenant fuppofons qu’on augmente y 
de la quantité infiniment petite dy, & x de la quantité 
infiniment petite dx t l’on aura ax r — a. (x d xfzx. 



. x r -j- ar x T ~~ ï dx -|- 



ar(r— i) 



X r ~ 2 (d.v) J -f &C. 



a x T -J- cl r x T ~~ 1 d x , parce que les termes qui 
fuivent difparoilfent devant le fécond , à caufe de 
dx infiniment petit j donc notre équation devien- 
dra y q- dy = a x r -j- a r x T ~ 1 d x , ou dy = 
a r x r — 1 d x , en effaçant les quantités égales y,ax r ; 
donc dx : dy i : a rx T ~ 1 , ce qui fait voir que 
fired pofitif 8c plus grand que i , on aura dx : 

dy :: i ; oo 3c ~ = ~ = o ÿ c’eft-à-clire , que 

dans ce cas la Courbe aura une branche qui à 
l’infini fera parallèle à l’axe des y . Si r efl = i , 
r — i fera = o 8c l’on aura dx : dy C î : a x° 
= a ; donc la derniere diredtion de la branche 
cherchée ne fera ni l’axe des ordonnées , ni celui 
des abfciffes ( dans ce dernier cas l’on auroic 

— - = o ) mais une ligne qui partant du point a 

fera un angle oblique avec la ligne des abfcillès. 
Si a — i , cet angle fera de 45 ° : caria tangente 
Tome IL N 
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de 45 0 eft égale au rayon. Si r eft une fraâion 
pofitive plus petite que l’unité , r — i fera un 
nombre négatif — p , Sc l’on aura a x r — 1 t=a 



a 

ax~t = — 
J 



, quantité infiniment petite j donc dx : 



d y 

dy • • 1 : *sr > donc = o i donc la derniere 

direction de la Courbe fera parallèle à Taxe des x , 
ce qui a lieu auifi fi r eft un nombre négatif 
entier ou fraétionnaire. 

Corollaire II. Soit d p l’ordonnée y de la 
Courbe m p n ( fig. zi ) , on trouvera la derniere 
direction de la branche p n par l’équation y = 
ax r 4 - 5cc. Soit g d = y' = a x r , on décrira la 
branche gq par l’équation y' — a x r , & la der- 
nière direction de cette Courbe fera la même que 
pour la Courbe p n ; de forte qu’à l’infini les deux 
Courbes deviendront parallèles l’une à l’autre. L’in- 
tervalle g p entre les deux Courbes fêta fini , infi- 
niment grand ou infiniment petit , félon que bx‘ -{• 
c x‘ 8cc. fera une quantité finie , infiniment grande 
ou infiniment petite. Si l’on prend deux termes 
de la férié , qu’on fuppofe y" = ax T -y b x‘ & 
qu’on décrive la Courbe r s de cette équation , la 
branche h s s’approchera encore plus de la Courbe 
p n j de forte que r s 3 f q feront les afymptote? 
curvilignes de la Courbe p n 3 en fuppofant qu’à 
l’infini p g Sc p h font infiniment petits. Il n’eft 

Ï »as difficile de voir ce qui arriverait en conftruifant 
à Courbe de l’équation y" = a.v , + bx‘ -f- ex 1 . 
Exemple I. Soit l’équation .v y — c* = o. 

c l 

Faifant x = oo , l’on a v = — o ( car ici on 

OO 

confidere o comme une quantité infiniment petite). 
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Sc la férié eft compofée d’un feul rerne. Suppofant 
a = — oo y on a j = — o, c’eft- à-dire , que la 
Courbe , qui eft évidemment une hyperbole , a 
deux branches infinies , l’une du côté des abftillès 
poficivcs , l’autre du côté des négatives -, & parce 

que la même équation donne .v = — , il s’enfuit 

que la Courbe a deux autres branches infinies , 
dont la derniere direction eft parallèle à l’axe des 
ordonnées : ce font là les quatre branches de l’hyper- 
bole rapportée à fes afymptotes. 

Exemple II. Soit l’équation a - 4 — x 1 y* -f- 
a 4 = o. Faifant x = oo & appliquant cette équa- 
tion au quarré algébrique , elle fe réduit à a 4 — . 
x 1 y 1 — o. En fuppofant y — ■*> , elle fe réduit 
à ces deux a 4 — a" j 2 = o , — x 1 y' -j- u 4 = o , 
dont la première eft la même que celle que donne 
A= oo. L’équation a 4 — x t y î = o, donne y 1 =*% 
y=z+ a &cy — — a : ainfi-f-A & — a font les premiers 
termes des deux fériés qui repréfentent les deux y. 
Pour trouver le fécond terme de la première férié , 
on fubftituera dans l’équation de la Courbe y -f- x 
à la place, de y , & y — a fi l’on veut avoir le 
fécond terme de la fécondé férié. Dans le premier 
cas l’équation devient — a 2 y 1 — z a *y -{- u 4 = o , 
qui par le moyen du quarré analytique fe réduit 

à — z a 3 y -{- u 4 = o , d’où l’on tire y = —, 

fécond terme de la première férié. En faifant x 

a 4 

négatif on a y = — , fécond terme de la 

fécondé férié. Il eft inutile de chercher d’autres 
termes , parce que ceux-ci font allez petits ; donc 
les deux fériés qui répondent aux deux y font 

Ni" 
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la Courbe a donc 



x +-=yüc-x-- :T = y, 

deux afymptotes , à chacune defquelles répond une 
branche infinie , foit du côté des x pofitifs , foit du 
côté des négatifs. La fuppofition de y — oo donne 
l’équation a - 4 — x 2 y 1 = o & x = y- Subfti- 
tuant x y à la place de x dans l’équation pro- 
pofée , on trouvera facilement que les branches 
de la Courbe s’étendent à l’infini dans la direction 
de l’axe des ordonnées, comme dans la direction de 
l’axe des abfcififes. Si l’on néglige le fécond terme 
des fériés ci-deffus parce qu’il eft infiniment petit, 
on aura y — x , y = — x ; donc les afymptotes 
reélilignes forment à l’origine des x un angle 
de 45° avec la ligne des abfcifies , & ces afymp- 
totes font hyperboliques du genre -^y. L’équation 

OO 

propofée étant du quatrième degré , cherchons les 
deux autres valeurs de a* par l’équation — x 1 y' -f- 
ou xy — yh \/a 4 = yjy a? , d’où -JT — -4- 



û 4 — o 



_ =0 + 1, Il 
y y 



d’autres termes , parce que — eft une quantité infi- 
niment petite ; car j eft fuppofé infini \ donc l’axe des 
ordonnées eft une afymptote à laquelle, du côté desy 
pofitifs & négatifs répondent deux branches infinies. 

Remarque I. Les fériés qui contiennent des 



quantités 



imaginaires 



indiquent des branches 



imaginaires. 



Remarque II. Nous avons fuppofé l’angle 
des coordonnées droit , parce qu’il eft toujours 
pofiible de rapporter la Courbe à un axe tel que 



cet angle foit droit. 






n’eft pas néceftaire de chercher 
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Du retour des fuites. 

On appelle retour des fuites la méthode qu’on 
fuit lorlqu’ après avoir trouvé dans une équation 
à deux inconnues la valeur de l’une des incon- 
nues .v , par exemple , par une fuite qui contient 
dans fes termes les puiflfances de l’autre inconnue^, 
on cherche la valeur de y par une fuite dont les 
termes contiennent les puiflances de x. 

47. Théorème. Si x = a y 4- b y* 4- c y i 

- I A c X b x z . 

dy 4 -f- O'c. y on aura y s= — — — — ■+- 
( r b 1 — ae)X> f 3 . ( <abc — — aad)Xx 4 

_ H ~ 7 f* 

&c. à l'infini. Pour le faire voir , fuppofons y =s 
h x + i x 11 4- k x } + / x* + &c. * on aura 



fi 1 x 2 



4 - i h i x i + Hx 4 + Scc. 

+ 1 hkx A -\- &c. 
h* x 3 4- 3 h 1 ix 4 -f &c. 



a h x - f- ai x 1 
4 - b'h'x' 

■ / 



y 4 = h 4 Jt 4 + &c. 

Sec. = + &c. 

Subftituant ces valeurs de y , y 2 , &c. dans la va-, 
leur de x , on aura 

a k x 3 4-<z/* 4 -f &c. 
4- 1 b h ix* -j- b i 2 x 4 4- &c. 
a bhkx 4 

4- 4- 3 c h 1 ix 4 4- &c. 

-f- dh 4 x 4 4" &c. 

4" &tc. 

Afin que cette équation ait lieu , quelle que foit la 

* Cette fuppofttion eft permife , parce que les coeffi- 
cients h , i , &c. étant indéterminés , peuvent être fup- 
fofés tels que notre équation en réfulte. 

N } 
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valeur de x , il faut qu’on ait x = a h x ** &c que les 
coefficients des puiflances at 1 ,;!: 3 , &c. foient = o ; donc 
premièrement x= a h x , ou en divifant par x t j = 

a h y & h = En fécond lieu on aura aix 1 -4- 
a 

b h 2 x 2 — o , d’où, en divifant par a* 1 , fubftituant 

la valeur de h 2 & tranfpofant, on tire i = En 

troifieme lieu l’on a ak -f- i b hix* -f- ch} x 1 
e= o , d’où l’on tire , en divifant par ax * , k = 

— i bhi — ch 3 i b z — ac fin- 

= ; , en fubftituant les valeurs 

a a ' 

de i 8c de h 5c réduifant les deux termes au même 
dénominateur. En quatrième lieu on a l’équation 
l -f - h i 2 zbhk -f- 3 c h 2 i -f- d A 4 = o , d’où 



l’on tire fapres avoir fubftitué les valeurs de h y k , i) 

j a b c — j3 3 — a 1 d. .. 

*. = ; ; il eft facile de voir eom- 

a 7 7 

ment l’on pourrait continuer. Donc fi x = a y -f- ' 
b y 2 -f- cy ? -f- r/y 4 &c. on aura y = - — 

a a 3 

. (ai 1 — nf ) , (f<i3c— — f3 3 — a l d^x* 

— ^5 + 7 + 

&c. à l’infini. 

Corollaire. Donc étant donnée la férié 

x 1 X 3 JC 4 I • 1 , 

x — — -y — f- &c. = p , logarithme hyper- 



** Car faifons le coefficient a h de x= A, celui de x 1 = B , 
celui de x , ~C J celui de x + =D, Sic on aura x = 
A* -f- Bx' — f- Cjr ! -j— D* 4 &c. Divifant par x il 
vient i= A -f- B x -j— C x 1 — f— D x 3 Sic. Si on fuppofe 
x — o , cette Quation devient i = A ; donc B x -f- 
C x 1 -f- D x 5 &c. = o , ou B x s=3 — C x 1 — D x 3 — Sic. 
ou divifant par x , B = — C x — D x* — &c. = o, 
en fuppofant x = o ; donc B = o , en continuant de 
même on trouvera C = o, D=o, & c. 
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bolique du nombre i-f- x (voy. les Seét. Con. n° 80), 
on peut trouver ce nombre exprimé par des puif- 
fances de p 8 c par des confiantes. Soit x — h p -f- 
ip 2 -f- kp^ + (p 4 + faifant attention qu’ici 
a= 1 y b = — i,c = -j,d = — ï,&c. onaA = i, 
i = ï , * = jh y l = &c - > donc * = P + 

-+ - — I — - — Sic. On voit alfez la loi de la fuite 

z 1.3 1 . 3.4 

p * p 6 

dont les termes fuivants font , Scc, 

1.3.4. 5 Lî.4.5.6 



donc le nombre cherché fera 1 -+- .v = 1 -f- p -f- 



p 1 p 3 

- + — + 

1 1.3 



• 3-4 



+ 



i. 3.4.3 



Scc. Si Ton fuppofe 



p — 1 , on aura le nombre e , dont le logarithme 
hyperbolique eft = 1 . On aura donc e = 1 + 7 + 7 + 
■— + 77 + &c. réduifant ces termes en frac- 
tioii décimale Sc faifant l’addition , on trouvera e =c 
1.7182.818 en fe bornant à 7 décimales. Ce nom- 
bre fe tencontre fouvent dans les Calculs. 

Remarque I. On peut exprimer un nombre par 
fon logarithme de cette autre maniéré. Soit /. (1 -f-#) 
= p , l marque ici le logarithme hyperbolique , li 011 
multiplie p par 1 = l.e , c’eft-à-dire , par le logarithme 
hyperbolique 1 du nombre e , on aura /. (1 -{- x ) == 
p. I. e ; or pl.e = /. e p * ; donc /. ( 1 -f x ) =a 
l. e r 8 c par conféquent les nombres auxquels cev 
logarithmes appartiennent font égaux , c’eft-à-dire , 
que 1 -f- x — e r j or nous venons de voir que 1 -\-x 



* Parce que le logarithme de 9 , quarré de 3 , eft le 
double du logarithme de la racine 3 , le logarithme du 
cube de 3 eft le triple du logarithme de 3. Et en général 
le logarithme de t r eft = pL e. Tout cela fuit de ce que 
nous avons dit fur les logarithmes dans l’algcbrc. 

N 4 
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»'• p* . 

= i +/> -J 1 h &c. j donc d — i -f- p -p 

1 3 

P - + -~ Sec. puifque p t= /. ( i q- x) = l.n , 

faifant i + * = /i , on a /z = i +/. « -f — ~ + 

2 

(/. «)? 

sec . 

a. 3 

Remarque II. Pour trouver la racine x d’une 

X x i 4 

férié (A) 3 a: — — + 4 x 3 &c. = jyT + yT + 

en puiffances de y & confiantes , je cherche le 
plus grand commun divifeur des expofants de y , 
pour cela je réduis { , ~ , 2 en fractions de même 
dénominateur Sc j’ai | , | , dont le plus grand 
commun divifeur eft £ ; je prends j pour la dif- 
férence des expofants de fa férié cherchée ( ce 
qu’il faut toujours faire eu pareil cas ) , & je 

fuppofe enfuite x t=s ay\ -f- byZ + cyl-f- dyî -{• 
êcc. j donc j’ai 



Scc. \—y c +yï’\-y'‘ 



'4 X — 



J’égale enfuite les termes qui contiennent la 
même puifTance; de y , ce qui donne ay~i —y\ï 
d’où l’on tire x = a. En fécond lieu j’ai b yï sa 
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o xyî, parce que le fécond membre de l’équation 
propofée 11e contient aucun terme dans lequel fe 

trouve yij donc b = o. Je trouve de même c = o, 
d — — = o. De cette derniere équation je rire 

J 

d s= — s=s - à caufe de a = i : de forte que les 
5 J ^ 

termes de la férié qui doit donner x feront yï 

„ € t, 

•f o f o -| — y* &cc. = a*. Si dans le fécond mem- 
bre de l’équation A , il y avoir un terme confiant 
= B , on auroit fuppofé ce terme = B y° , Sc x =s 

B^° *f* B ' yi + B "y* -f- ayè + by*+ Sec. en pre- 
nant toujours les expofants en progreflion arithmé- 
tique , & faifant la différence de ces expofants 
égale au plus grand divifeur commun des exjîb. 
fants qui ne font pas o. En général on prend pour 
premier terme celui où y a le plus petit expofant. 
Ce que nous venons de dire a lieu foit que la 
férié qui contient x foit terminée ou non. 

Par exemple , lî l’on demandoit la valeur de x 
dans l’équation x 2 -f -y 2 — r 2 = o , en y 8 c conf- 
iantes , on feroit x = g -f- h y 2 + iy 4 -f- Sec. parce 
que n’y ayant point de termes dans l’équation où 
y Sc x foient au premier degré , y ne doit pas fô 
trouver dans la ferie ; j’aurai donc 
= g 1 + ig h y* + ^ y 4 



ioz 
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Suppofant le premier & le fécond membre égaux 
io y 8c faifant = o tous les termes où y a le 
même expofant, en fe fouvenant que g 1 = g 1 y 9 * 
r * = r 1 y ° , on aura g 1 = r 1 8c g = r ; l’on aura 
en fécond lieu zghy 1 -H y* = o , ou zhg-^- 

i=o, z gh = — i , h = — = l —. De plus 

on a.hh + igi = o, d’où , en fubftituant les valeurs 

de g 8c de A, on tire i = — — , &c ainfi de fuite j 

y4 

de forte qu’on aura x =* r — — — — &c. Si la 

1 ir %r> 

nature du Problème permet de fuppofer y = 3 , 

1 9 81 „ 

par exemple, on aura *= r r Scc. 

Remarque III. Afin que ces fortes de fériés 
fbient utiles , il faut que l’inconnue qui fe trouve 
dans leurs termes foit allez petite pour que les fériés 
cqpvergent. Si dans le dernier exempter eft > y , la 
férié convergera. Mais fi r étoit <y , dans ce cas on 
chercherait une férié dont les termes fullènt affec- 
tés des puilïànces de r au numérateur , en faifant 
x = g - 4 - h r 1 i r 4 &cc. En général les fcries 
feront d’autant plus utiles qu’elles convergeront plus 
rapidement. Si les x &c les^ fe trouvoient multi- 
pliés l’un par l’autre , en force qu’on eût y 5 x 1 — 
}x3y-\- 10 xy = o, dans ces fortes de cas on 
pourroic trouver les fériés , en appliquant l’équa- 
tion au quarré analytique , & fuppofant une in- . 
connue infiniment petite ( c’eft celle qui doit entrer 
dans la férié ) , ainfi qu’on l’a vu ci-deffus. Mais fi 
l’inconnûe qui doit affe&er la férié étoit fuppofée 
fort grande , il faudrait, par le moyen du quatre 
algébrique, chercher une férié dans laquelle les 
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expofans de cette inconnue allaitent en diminuant, ce 
qui fe feroit en appliquant l’équation ( que nous fup. 
pofons ne contenir qu’un nombre fini de termes) au 
quarré analytique & regardant cette inconnue com* 
«ne infinie ) mais il eft temps de revenir aux Courbes. 
j Des diamètres & du centre des Courbes. 

48. Toutes les Seftions Coniques ont au moins un 
diamètre abfolu ( c’eft une ligne perpendiculaire 
a fes ordonnées , 8c qui divife la Courbe en 
parties égales 8c fem'blables) rL’Ellipfeen a deux, 
niais le cercle en a une infinité. Pour trouver les 
Courbes qui font dans le même cas , fuppofons l’ef- 
pace divilé en quatre parties par les lignes a b , F f 
(fig. n) qui fe coupent perpendiculairement en c, 
8c que les co-ordonnées fuient perpendiculaires 
l’une à l’autre. En prenant les x.&c les^ pofirifs, l’on 
aura la portion de la Courbe fituée dans l’angle 
F c b ou dans la région'^. Suppofant x pofitif 8c y 
négatif, on aura la portion de la Courbe fituce 
dans la région r. Prenant^ pofitif 8c x négatif, 
on a la portion de la Courbe de la région s , 8c 
enfin fuppofaht les a: négatifs aulfi-bien que les y , 
on a la portion de la Courbe fituée dans la région t. 
Les portions fituées en q 8c r feront égales 8c 
iemblables , fi l’équation eft telle qu’elle refte la 
même en mettant — y à la place de y ; c’eft-à- 
dire , fi l’équation ne contient que des puiflances 
paires de y. Mais les portions q 8c r pourront être 
égales fans être lemblables , fi l’angle des co-ordon- 
nées eft oblique. Ce que nous venons de dire pour 
les portions q 8c r a également lieu dans le meme 
cas pour les portions s Se t qui répondent aux x 
négatifs j donc toutes les Courbes repréfentées par 
l’équation a -+• b x-\-c x 1 -\-dy * -H e X* -4 ^ fxy* 
* 4 -+• h x* y 1 iy* &c. = o font dans ce’ 
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cas j c’eft-à-dire , que ces Courbes ont un diaraetre 
a b que nous appelions abfolu , parce que nous fup- 
pofons que l’angle des co-ordonnées FcP eft droit. 

Si l’équation de la Courbe eil telle qu’en chan- 
geant x en — x 8c y en — y , elle relie la même, 
comme l’équation o =a-{-by 1 -\-cy 2 x*-\-dx* y* 
-\-ey* x* -h g x 6 ■+■ h y V&c. qui ne contient 

que des puiflances paires de x 8c dey , l’on aura tou- 
jours PM = PN, & prenant cp = CP, on aura 
p m = p = PM — P/n; c’eft-à-dire , qu’en 
prenant des abfcifles négatives égales aux pofi- 
tives , les ordonnées pofitives 8c négatives feront 
toujours égales ; il eft vifible aulli qu’en prenant 
F / pour l’axe des abfciftes, on aura toujours V M= 
V m } un = uN = V M) donc en fuppofant l’angle 
des co-ordonnées droit , les lignes ab > F/ feront 
deux diamètres abfolus , 8c deux diamètres fimpies 
fi cet angle n’eft pas droit *. 

Corollaire. Donc il n’y a que les lignes d’un 
ordre pair , deuxieme , quatrième , fixieme , 8 cc. 
ordre qui puilfent avoir deux diamètres abfolus. 

49. Venons au centre des Courbes. Le centre c 
d’une Courbe eft un point fitué fur le plan de la 
Courbe , Auquel fi d’un point quelconque M de 
la Courbe on mene une ligne droite M c , en 
prenant le prolongement en — cM , le point n 
fera fur la Courbe. De-là il fuit qu’en prenant cP = 
cp 3 les ordonnées n p , MP feront égales, quel 
que foit l’angle des co ordonnées j parce que les 
triangles MPc, cnp feront toujours femblables 
8 c égaux 5 donc l’équation de la Courbe doit être 
telle qu’en changeant a: en — x 8 c y en— y , elle 

, * Les diamètres , dont il s’agit ici , font tels que les abfciffès. 
de l’un font parallèles & égales aux ordonnées correspondances 
de l’autre. ' .... f 
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refte la meme ; or toute équation de degré pair 
ou impair , dans laquelle tous les termes de. rang 
pair manquent , eft dans ce cas; donc toute Courbe 
repréfentée par une telle équation aura un centre ; 
donc la Courbe de l’équation a y 3 c y— o a un 

+ b x 3 d x 

centre : car fubfti tuant — y 6c — x au lieu de 
-f- y &c -b a: l’on a — a y i — cyz=. o , qui n’eft 
— b — dx 

pas différente de la première. En effet foit a y 5 -f- 
b x* c y d x = p = o , l’on aura — a y 3 — » 
bx 3 — cy — dx — — p o; or de ce que -f/> = o, 
on déduit aifément p = o ; donc , &cc. 

50. pROBLÊAtE. Etant donnée l’équation d’une 
Courbe 3 en trouver le centre. Soit n l’origine , «N 
l’axe des x 6c m n N l’angle des coordonnées , en 
forte que les ordonnées foient parallèles à n m . 
Dans l’équation de la Courbe fubftituez m -f- .v à la 
place de x 6c n y au lieu de y. Si donc on fup- 
pofe nu — p c =■ m, 6c p n — eu — n 3 l’origine 
des abfcifïès fera tranfportée en c , l’angle des coor- 
données reliant le même. On déterminera m ôc n. 
par cette condition , que tous les termes de rang 

f uir doivent s’évanouir dans l’équation. Si cela a 
ieu , la Courbe a un centre. Mais dans le cas con- 
traire elle n’en a aucun. 

Exemple I. Soit la Courbe de l’équation a y ' 1 — 
ab x b x z = o. Subftituant dans cette équation 
m 4- à la place de x , 6c n + y au lieu de,y , 
il vient ay z + a a ny -f- a n 1 = o 

b x z “j“ a b ni X q- b m z • 

— a b x — a b m 

fuppofant 10 = 0, aéra — £2^ = o, la Courbo 
aura un centre ; car dans ce cas le fécond terme 
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difparonra. De 1 équation xaszro, on tire » — ■ p • 

la fécondé équation donne i m = a , ou m = 

Ces équations font voir que l’axe des abfcilTes de 
la prenuere équation a y 2 — a b x -f bx 2 =z o palTe 
par le centre de la Courbe & que fa diftance à 

l’origine des * eft = Subftituant les valeurs de 

m Ôc n que nous venons de trouver, il vient ay 2 + 
b x ° > dans cette demiere équation l’axe 

des abfciifes palfe par le centre qui eft l’orio-ine des x. 

Exemple 11. Soit l'équation xy - a 1 = 0 ’ 
qui appartient a 1 hyperbole rapportée aux afymp- 
totes. L’origne des abfciifes eft le centre de la 
Courbe : car cette équation ne change pas en fai- 
fant x Ôc y négatifs. Et en général fi dans l 'équa- 
tion x m y n — a m + n — o , la fomme des expofants 
m + « eft un nombre pair , l e centre des hyper- 
boles qui font reprefentees par cette- équation , 
fera l’origine des abfciifes. 

Si 1 on a x ~ y — a} — o , en fubftituant m -f x à la 
place de x & n y au lieu de y , il vient 
x'y + i mxy + m'y + m 1 n = o 
+ n x 1 -\r i mn x — a). 

Pour que la Courbe ait un centre , fuppofons 
1 m ~ ° > «=o,m 2 «- æ î = o; c’eft-à^dire , 
m — o, « — o Sc a 3 =: o , ce qui donne x z y = o : 
or l’on ne peut fuppofer a 3 = o j donc la Courbe 
de l’equation n’a point de centre. 

De meme la parabole ordinaire , qu’on peur 
repréfemer par l’équation y - * * = 0 , n’a point 
de centre. En effet , par les fubftitutions l’on trouve 
l’cquation y 2 ~+- z ny n 2 =~ o 3 d’où l’on 
— a x — am ' . 
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tire n — o & a — o , ce qui ne peut être ; 8c en 
général les paraboles repréfentées par l’équation 
générale y ln — a ZH ~ 1 x = o manquent de centre 
avec plulîeurs autres. Mais les paraboles repréfen- 
tées par l’équation générale y z,, + 1 — a ln x z= o , 
ont toutes un centre , ce qu’on voit facilement pat 
l’équation , qui eft telle quelle ne change pas en 
fubftituant — x à la place de x & —y au lieu de y. 
Il n’eft pas difficile de voir que le centre de ces 
Courbes tombe fur l’origne des abfcilfes. 

Des Tangentes & de la courbure des Courbes. 

5 1 . Une Tangente eft une ligne droite , qu’on 
peut regarder comme ayant deux points infiniment 
proches , communs avec la Courbe *. Soit la ligne 
courbe acp ( fig. 23 ), dont l’équation entre les 
abfcilfesû b (/?) 8c les ordonnées bc ( q ) eft donnée, 
p 8c q font déterminés pour chaque point c de la 
Courbe ; ainfi l’on doit les regarder comme conf- 
iants quand il s’agit de chercher la tangente au 
point c. Ayant tiré une autre ordonnée d p fort 
proche de b c 8c la ligne cf parallèle à l’axe des 
abfcifTes , foit bd = c f = x 3 p f=y . Subfti- 
tuant p x à la place de/?., & j + y à la 



* Si l'on conçoit que la Tangente g c ( fig. 1 3 ) fc meut 
parallèlement à elle-même en allant vers la Courbe , (I peu 
confidérable que foit fon mouvement , elle rencontrera 
la Courbe au moins en deux points , & de plus les points 
de rencontre feront d’abord extrêmement proches. C'effc 
dans ce fens qu'il faut entendre ce que nous venons de dire: 
favoir que la Tangente a au moins deux points infiniment 
proches , communs avec la Courbe lorfqu’on veut que ces 
points foient réellement differents l'un de l'autre. 




m 



place de y &c de l'équation qui en réfulrera, retran- 
chez l’équation de ta Courbe entre p 8c q , il res- 
tera l’équation entre x 8c y qui ne contiendra aucun 
terme confiant 8c qui fera de cette forme a x -J-. 
b y -+- ca- 1 -f - dxy -\r ey 1 -+- &c. = o. Les 
coefficients font des fondions de confiantes ( on 
regarde p 6c q comme confiants ) ; or il efl vifible 
qufc dans cette nouvelle équation cf efl la ligne, c l’o- 
rigine des abfciifes 8c que les ordonnées font//». Si 
on fuppofe a* infiniment petit , pf =y le fera 
aufîi , 8c alors tous les termes qui fuivent les deux 
premiers difparoîtront devant ceux-là j ainfi l’équa- 
tion deviendra a x b y = o , * équation qui 

appartient à la ligne droite c p } paliant par le 
point c. Donc cette ligne fera tangente fi p 8ç c 
font infiniment proches. 

Ayant prolongé p c jufqu’à la rencontre de 
l’axe en g, les triangles fembkbles pcf , cbg 
donnent p f — y : c j = a* : : c b b g ; or l’équa- 
tion a x -}- b y = o , ou = - b y , donne, y : 
x l : a : ■ — b ; donc # : — b II c b : b g = — 

— , c’eft-à-dire , que la fous-tangente b g = 
t eft = — . Dés qu’on connoîtra le point g 8c 



f 

* Cette équation fera d’autant plus eaatSc que x & y 
feront plus petits ; mais clla fera rigoureufe, fi * & y fonc 
infiniment petits ou inafftgnables. En effet , l’erreur qucquel- 
qu’un prétcndioit en réfulter ctafit inafiignable (fi cependant 
on peut dire qu’if y a cffcéMvement une erreur ; car on peut 
faire voir parles principes duCalcul différentiel qu’il n’y en a 
aucune), doit être regardée comme nulle.Qui pourroic-vn effet 
diflin&ucr une erreur inaflitinablc d’une erreur mille, ou = o? 

0 iJ • H , 
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le point Cj la Tangente c g fêta déterminée. Il 
fuffac donc de connoître la fous-tangente b g. 

' 51 . P r o b lé M e. .Déterminer la. fous-tangente 

d’une Courbe • algébrique quelconque. Dans l’équa- 
tion de ■ la Courbe entre les coordonnées p 8c q > 
fubftituez p + x au lieu de p, 8c q + j au lieu 
de q. De l’équation qui en réfultera retranchez 
l’équation entre p 8c q , ordonnez ce qui reliera , 
de forte que les quantités, dont l’expoiant fera 1 , 
conftituerit le premier terme } celles dont l’expofanc 
fera z , le fécond terme , & ainli de fuite. Egalez 
le premier terme à o , 8c de : cette équation tirez 
|e rapport entre y 8c x , qui eft tel que y : x ; * 

a : — ; b ; la fous-tangente b g fera t = — — 

— tl 

a 

Exemple 1. Soit la parabok ordinaire , dont 

l’équation eft c.p = q 1 *. Faifant les fubftitu- 

tions , il vient c p ex = af -q- iqy y~ , 

retranchant la première équation de la fécondé t 

l’on a c x s= xqy -p- y i . Négligeant^ 1 , on a 

ex = z q y , d’où l’on tire y : x : : c : z q; donc 

a q = — b { parce que l’on aicic = a)8c b g -=z 

b q x q 1 , 

t = — — = j or 1 équation c.p = q donne 

~ = p j donc r = ip 3 c’eft-à-dire , que la fous- 



* Ç’eft: la même équation que nous avons trouvée dans les 
Seétions Coniques , avec cette différence feulement que le 
paramétré que nous avons appellé p eft ici = c , l’abfciffe 
que nous avons faite = * elt ici = p , Si l’ordonnée que 
nous avons nommée y , cil ici = q. 

Tome II. O. 
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tangente de la parabole eft double de l’abfcifle , 
ce que nous favons d’ailleurs. 

Exemple II. Soit la ligne du troifieme ordre, 
dont l’équation eft xy 1 *= c 1 x -p- c 1 y. Changez 
dans cette équation x en p & y en q pour avoir 
p q 1 = c 1 p -f- c* q (DJ. Subftituant dans cette der- 
nière équation p q- x au lieu de p 3 q -f- y à la 
place de q , de l’équation qui en réfultera retran- 
chez l’équation D , rejettant tous les termes qui 
font au-deftîis du premier degré , vous aurez 
( q- — c 1 ) x = ( c 1 — ip q) y i donc y : x ; ; 



S* — c 1 ; c 1 



pq 



t — 



C q ip q 



Revenons à l’équation générale par laquelle nous 
avons déterminé la fous-tangente , favoir cx-f- 
b y — o. Si a eft = o , y fera = o \ donc la Tangente 
coïncidera avec c f & fera parallèle à la ligne des 
abfciflès. Si b «=^> , x fera =* o ; donc la tan- 
gente fe confondra avec p f & fera parallèle à l’axe 
des ordonnées. Toutes les fois que l’ordonnée bc 
devient plus grande ou plus petite que les ordon- 
nées voilines , fitnées À la droite & à la gauche 
du point c , il eft nécelfaire que la Tangente de- 
vienne parallèle aux abfcitles , dans le premier cas 
l’ordonnée eft appellée un maximum , & un mini- 
mum dans le fécond cas. Cela arrive en m & m *. 



w ■■ ■ ■ ' ■ ■■ : , — . — * ■ ■ -« 

* Cat puifque les ordonnées de la droite & de la gauche 
du point m font plus petites ou plus grandes que l'ordonnée 
qui répond au point m , la Courbe au point m ne s’approche 
ni ne s’éloigne de Taxe.; donc la Tangente au point m 
réunit deux points également éloignés de l’axe ; donc, Jtc. 
Si la Tangente nN eft parallèle aux ordonnées, il peut le 
faire que l’ordonnée «N ( qui dans ce cas devient tan- 
gente ) foit plus petite que fes voilines, il peut fc faire 
aufli que .l’ordonnée nN foit un maximum , comme la 
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Mais on ne peut pas dire réçiproquement que 1» 
Tangente étant parallèle à la ligne des abfcilïès ou 
a celle 4es ordonnées comme il arrive en N , il en 
refulre lin maximum ou un minimum pour l'ordon- 
née. Cependant fi on fait d’ailleurs que la Courbe 
a une ordonnée plus grande ou plus petite , pour la 
déterminer on fera a = o , ou b = o. Soit l’équa- 
tion de la Courbe 1 c 2 y = a x 3 -j- c x 2 — c 2 * qu’on 
fait avoir deux ordonnées plus grandes , l’une pofi- 
tive , l’autre négative. Pour les trouver , j’écris p à 
la place de x , & q à la place de y $c j’ai i c 2 qzzz 
•a pi -f- cp 2 — c* p (D). Je lubftitue dans certe équa- 
tion p -4- x au lieu de p & q y à la place de q. 
De l’équation qui en réfulte , retranchant l’équa- 
tion D , j’ai en négligeant les termes qui font au- 
deflùs du premier degré , a c*yz= (6 p 1 - f z cp _ c 2 ) 
X x ; ainfi en comparant cette équation à l’équa- 
tion générale a x + by zz o , ou b y zzz— a x t 
j’ai b =■ xc ! , quantité confiante qu’on ne peut pas 
fuppofer = o. J’ai de plus 6 />*-+- icp — c 2 — — a 



& faifant a = o , il vient Gp r z cp — c 1 = o , 
. Complettant le premier mem- 



ou p 1 + 



If — 1 



figure le fait afTez voir. Mais de ce que la Tangente m n 
K fig* *5 > A ) eft parallèle à fax* , il ne s'enfuit- pas que 
l'ordonnée foit un maximum ou ünmmimum , parce que la 
Courbe peut avoir un point de flexion en m. On appcjle 
point de flexion le point dans lequel une Côutbe de concave 
devient convexe ou réciproquement; & il eft facile de voir 
que laTangente m n peut être parallèle aux abfcilTcs, fans que 
les ordonnées voifines dp, N t foient à la fois plus grandes 
ou plus petites que M m ; donc dans ce cas M m ne peut être 
un maximum ni un minimum. Si la Courbe fe fléchit en M 
f fig. a; ) , de maniéré que fa tangente devienne parallèle 
à n N , l'ordonnée T M ne lira ni ua Maximum ni un minimum . 

O 1 
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i •> • i , c P t c * c * , c* 7 c l „ ' ' 
bre, ,a. 

4- 7 = + - — , ou f = — c ~ c V T . Ainfi les 

o ~ J 6 • 

ordonnées qui répondent aux deux abfciflès défi- 
gnées par cette équation , font les deux maxima 
cherches Si l’une & l’autre conftante a Sc b eft 
= o , on ne peut pas négliger les termes qui fuivent 
a x - 4 - b x. Mais on doit faire le terme fuivant 

c x 1 + dxy -f ey 1 = o , ou x 1 -f ^ xy -f ^ y x 

= o , les racines de cette équation font imaginaires 
fi d d < 4 c c , excepté le cas où x & y feroient = o : 
car alors toute l’équation feroit divilîble par x = o , 
ècyxzc. Dans ce cas le point appartient véritable- 
ment à la Courbe , mais il en eft entièrement fé- 
paré *. On l’appelle point conjugué j & relative- 
ment à ce point il n’y a pas de Tangente : car une 
Tangente doit avoir au moins deux points infini- 
ment proches communs avec la Courbe. 

Pour fe former une idée nette de ces fortes 
de points , foit la Courbe défignée par y — é -H 
I /{(b — x) (c— x) ( a — *) [d ■+■ x) &c. ) , il 
eft vifible qu’en faifant x — ap — b ( fig. 14), la 
quantité qui eft fous le ligne devient = o , à caufe 
de b — x — o ÿ donc on aura y — b = p n. Le 
point n appartiendra donc à la partie de la Courbe 
qui fe trouvera en deçà de q. Si on fuppofe qu’en fai- 



* Nous traiterons la queftion tic maximis & minimis 
dans le Calcul diflérentiel. 

** Parce que fou qu’on fnppofe les x pofîtifs ou né- 
gatifs, les ordonnées voifincs deviennent imaginaires; donc 
«e point eft féparé du pefte de la Courbe. 
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fane x>é, de maniéré cependant que x Toit plus 
petit que aq —c , la quantité qui eft fous le figue 
devienne négative , les ordonnées qui fe trouvent 
au delà de q feront imaginaires j mais elles feront 
réelles entre p de q. De même fi en faifant x > a r , 
mais en fuppofant auffi x < a s , la quantité qui eft 
fous le ligne devient négative , les ordonnées ntuées 
entre r de s 3 feront réelles , quoique celles qui 
font lituées entre q de r de au-delà de s puiflènt 
être imaginaires. De plus à caufe du ligne du 
radical , à chaque point u litué entre r de s répon- 
dront deux ordonnées u k * ui. Si le point r tombe 
fur le point s de le point u , la figure N qu’on ap- 
pelle ovale çonjuguée 3 deviendra un feul point , 
les ordonnées uk y ui étant terminées à un même 
point N. Ainli l’on aura un point conjugué N(fig. 1 5) 
léparé du refte de la Courbe. Il n’eft pas difficile de 
voir que li p de q fe confondoient , il en naîtroit 
un autre point conjugué n (fig. 15 ). Ces deux 
points auront des ordonnées réelles pN j pn. Mais 
li ces poiuts étoient infiniment proches , alors deux 
ovales conjuguées fe confondraient eh un feul point 
qui feroit cenfé répondre à quatre ordonnées con- 
fondues en une ; ainli ce point feroit quadruple *. 
Si une ovale b (fig. Z4) touche la Courbe en un 
point b y il en réfulte une feuille b p t de un 
nœud en b. Le point b eft cenfé réunir deux points 
h de g de la Courbe , qui fe. confondent en un feul 

* Lorfcjue l’ovale N (fig. 14) fe réduit en un point , les or- 
données ui , uk aboutirent au même point, qu’on appelle 
alors point conjugué, c \ ui eft évidemment un '.oint double j 
donc fi deux ovales tombent l'une fur l'autre > 8c que toutes les 
deux fc réduifentà ua feul point, ce point fêta quadruple. 

° i 
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F oint b j lorfque f h devient = f g = f b. SI 
ovale b fe réduit en un féal point d ( fig. z j 
il en réfultera une pointe d , qu’on appelle point de 
tebroujjement ( parce que la Courbe après avoir 
avancé de M vers d, rebrouftè fon chemin vers T), 
& qui eft néceffairement au moins un point double. 
Si par le point b { fig. 14) ou par le point d (fig. 2 5) il 
pa^e une, deux,&c. branches de plus, il eft vilible que 
ces points feront au moins triples , quadruples , 80c. 

Revenons aux Tangentes des Courbes. Selon ce 
que nous avons dit ci-delfus , lorfque l’équation 
ex' -f- d x y -4- c y 1 3= o , n’eft pas réfoluble en 
fadeurs réels , la Courbe a néceflairement un point 
conjugué. Lorfque d d > 4 e e , l’équation eft réfo- 
luble en deux fadeurs de cette forme ax-\- by=.o> 
A* -f By = o j donc poifque l’un & l’autre fac- 
teur détermine, une Tangente , il eft néceffaire 
qu’au même point c (fig. 16) aboutirent deux 
Tangentes , ce: qui ne peut fe faire à moins que 
deux branches de la même Courbe ne paflent par lé 
même point c. La Tangente de la branche ac eft 
€ g , celle de la branche d c étant c t , l’une de ces 
branches eft déterminée par le premier fadeur , 
l'autre pat le fécond fadeur; Si les deux fadeurs 
font égaux , c’eft-à-dire , fi dds= 4 ce , les Tan- 
gentes et , cg fe confondront ; donc les deux bran» 
ches auront la même diredion en c , de plus elles 
fe toucheront en ce point. Dans tous ces cas le point 
c eft un point double , car il eft cenfé réunir deux 
points de la Courbe. *> . 

5 j. Corollaire. L’équation et 1 -f- dxy 4- 
e jy 2 = o , donne toujours un point double. Ce 
point eft conjugué lorfque les fadeurs de cette cquar 
tbn fivn imaginaire». Le point c- eft l’interfèdioa 
O 

V # 
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des deux branches de la même Courbe , lorfqua 
les fadeurs de cette équation font réels & inégaux, 
Ce point eft commun à deux branches qui fe tou-» 
çhent , lorfque les deux fadeurs de cette équation 
font égaux. 

5 4. Si non -feulement a & b , mais encore c t ‘ 
d t e écoient = o , dans ce cas l'équation fubhfte- 
roit entre les quantités du troifieme degré , & l'on 
auroit f x l + g x * y + h x y 1 + t y i = ©< si cette 
équation a deux racines imaginaires & une réelle , 
il palïèra par le point c une feule branche de 1? 
Courbe , dont la Tangente fera déterminée par le 
fadeur réel de l’équation du troifieme degré. Il y 
aura de .plus une ovale conjuguée réduite en un 
point conjugué , confondu avec le point c. Si les 
trois fadeurs de l’équation font réels , il palier?, 
trois branches de la Courbe par le point c. Ce* 
branches fe couperont f» les trpis fadeurs font 
inégaux , deux fe toucheront fi deux fadeurs font 
égaux ; mais toutes les trois fe toucheront lî les 
trois fadeurs font égaux. Dans tous ces cas le point 
t fera triple , & la droite qui palTera par c fer? 
cenfée réunir trois points de la Courbe. 

Si /, g , h , i écoient = o , l’équation auroit 
Heu entre les quantités du quatrième degré , & l’on 
auroit k jr 4 q- m x i y q- n x 1 y 2 4- p x y 1 q- q y* 
c= o. Cette équation ( par la nature des équations 
du quatrième degré , voyez l’Algebre ) a tous fes 
fadeurs imaginaires , ou tous réels , ou deux réel|s 
& deux imaginaires. Dans le premier cas regar- 
dant l’équation comme compolee de deux fadeurs 
réels du fécond degré , dont les fadeurs font ima- 
ginaires , chacun de ces fadeurs du fécond degré 
donner? un point conjugué $ donc le point c fera 

O 4 
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un point conjugué double : dans le fécond cas il 
paflera par le point c quatre branches de la même 
Courbe , qui fe couperont fi ces facteurs font 
inégaux , elles fe toucheront s’ils font égaux , deux 
ou trois fe toucheront fi deux ou trois faéteurs font 
égaux : dans le troilîeme cas deux branches fe cou- 
peront ou fe toucheront en c , félon que les fadeurs 
réels feront inégaux ou égaux , & de plus le point c 
réunira un point conjugué \ de forte qu’une droite 
quelconque qui paflera par c fera cenfée réunir 
quatre points de la Courbe. On peut voir main- 
tenant ce qui arriveroit s’il fallcit^prendre les quan- 
tités de j , 6 , 7 , &c. dimenlions. Paflôns à la 
courbure de lignes algébriques. 

Deux arcs infiniment petits am 3 an(fig. 27) 
^e deux Courbes qui ont une tangente commune 
en a , font cenfés avoir la même courbure , lorfque 
la différence des ordonnées extrêmes pn, pm, aufli- 
bien que des ordonnées r P , q P comprifes entre 
les extrêmes & le point a , fera moindre qu’aucune 
quantité donnée. Dans ce cas la Courbe intérieure 
a m b fera appellée la Courbe ofculatrice de la 
Courbe and au point a. 

$5. Théorème I. Une parabole d’un paramétré 
a== 1 a , a pour cercle ofculateur à fon fommet le 
cercle dont le rayon — a. Soit amb M un cercle dont 
le rayon = a , and une parabole dont le para- 
métré = 2 a &c dont a eft le fommet. Prenant 
l’abfcifle évanouiflànte ap 8c menant l’ordonnée 
nmp , pâr la nature du cercle l’on a ( pm) 1 —y* = 
2 a x — x 1 , ou 2 a x xxy 1 -j- x \ Par la nature de 
la parabole (pn) 1 eft = Y* = 2 a x. Stibftituant dans 
cette équation la valeur de 2 a x prife de la pré- 
cédente , il vient Y z = x*,8c Y = y'fy 2 + * a ) 
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±= y -) * : donc ph — p m = Y — y = — 

iy . xy 

s= — — . Si pm eft = , a p fera — ~ , car 

zpm 

par la propriété du cercle bp : pm : : pm : a p ; or 
if eft une quantité finie , infiniment plus gra’nde 
que p m -, qu’on fuppofe =» ; donc p m eft infi- 

niment plus grande que ap ; mais pm eft un infini- 
ment petit du premier ordre ; donc ap eft un infi- 
niment petit dû fécond ordre ; donc ap 

% ~ ©• 
(ap) 1 = — & ~ — ■= ; donc n m = Y 

oe 4 *P m 1 

— j eft plus petit qu’aucune quantité donnée ; 
donc , &c. 

Corollaire. Donc fi l’on connaît la parabole 
qui à fon fommet a la même courbure qu’une 
Courbe quelconque en un point donné ( cette pa- 
rabole fera appel lée Parabole ofculatrice de la 
Courbe par rapport à ce point ) , on aura facile- 
ment le cercle ôfculateur de cette Courbe au même 
point : car par le Théorème le rayon de ce cercle 
doit être égal à la moitié du paramétré de la para- 
bole ofculatrice. 

5 6. Théorème II. La parabole ordinaire ne peut 
être la Courbe ofculatrice au fommet de la para - 



* Elevant y 1 — }— x 1 à la puiffancc m s= £ par le Binôme 

* . ' A» 1 

de Newton , on trouvera ( y 1 -f- je 1 )* = y -f- 4 X ; 

(y 1 Y* 

AT* 1 • • * 

tic. = y -) . A caufc que x étant infiniment petiç 

les termes fuivants difparoiflcnc devant le fécond. 
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iolc déjîgnée par l'équation a n ~ m x m = y" , fi ~ > z. 

* 771 

Soit fuppofée aqm ( fig. 1 8 ) la parabole ordinaire , 
arm la parabole de l’équation y = a n ~ m x m t prenant 
J’abfciiïè a P extrêmement petite Sc menant l’ordon- 
née $m [y). Par la nature de la parabole a rm,y r fera 



— a u ~ m x m 8cy=z a „ “ xZ $ doncj 1 ^ 



I n — I m I * 

» * » 



a r. x 



y à caufe de 



en ôtant l’expofant du divifeur de celui du divi- 
dende ÿ or l’équation à la parabole aqm , donne 

2 W — 2 7 n 

\ gg fj 

y = px ; donc fi p = -7—-^- = t» , à caufe de 

X H 

x =z ôc de — > a (ce qui donne n > a m ôç 
par conlcquent les expofants — — , — 

71 71 

pofitifs ) , la parabole aqm rencontrera la para- 
bole arm en m. Cependant la courbure de l’arc 
aqm fera différente de celle de Parc arm : car 
prenant l’abfciflè a p (x 1 ) < <7 P & faifant / r = 

PÇ = q > par la propriété de la parabole arm , on à 

n — m ■ m 

P r — ï— , & par la propriété de la 



parabole ordinaire p q = q zs y/ p x* == - — y 

^ * zn 

X (*')’ , en fubftituant la valeur fuppofée de/»; 
donc p r : pq , ou. % : q y. (*') « x a~~i(x'y 
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n — 2 m 



x 1» : ( x ') 2 * , en divifant’ paî 



n— 2m 
•* 2 n 



n — ■ m 

&~ir 



n -2m 



8c par (x 1 )» 8c multipliant par x * 
Mais il eft évident que xSc x' , c’eft-à-dire , üP& 
a p , peuvent être dans tel rapport d’inégalité qu’on 
vorçdra ; donc p r 8c p q ne peuvent pas être iup- 
pofées différer d’une quantité infiniment petite par 
rapport à elles ; donc l'arc a q m n’a pas la meme 
courbure que l’arc arm quand même la parabole 
a q m auroit un paramétré infini j donc , &c. 

«7. Théorème III. Si — - < 1 mais — > 1 , la 
1 ' m m 

parabole ordinaire ne peut être la Courbe ofcula - 

trice au fommet a de la parabole ar m 3 quand 

même on fuppoferoit le paramétré de la parabole 

vulgaire infiniment petit. Par un calcul femblable 



nous parviendrons à l’équation 



X n X 



*y 



(P/n) 1 ; ainfi pour que la parabole ordinaire pafïe 
par le point m 3 fon paramétré p doit être == 

1 > 

21» n ... . . , 

- — - — , qui dans ce cas eft une quantité infîni- 
a * 

ment petite. Prenant ap == x* , nous aurons 



2 m —, » 
X 2 n 



pq— X (*')* , pr = a. » (x f ) H J donc 
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lu-# t » 1 m — H 

pq : p r :: xT 7,7 ' {x'ÿ : (*')" :: x^ 7 "" : 

i m — » j 

(x' ) iB , en divifanc par (x ') 1 8c multipliant 

m — n 

par a ” \ donc p q 8c p r peuvent être dans tel 
rapport d’inégalité qu’on voudra , puifque x & x 1 
peuvent être fuppolés dans un rapport quelconque 
de |>Ius grande inégalité ; donc &c. Dans te cas- du 
Théorème l’on a p q > p r , & l’arc a r m te trouve 
limé entre l’axe &. l’arc a q m , c’eft-à'dire » que 
tous les points de ce dernier arc , excepté les points 
m 8c a , doivent être regardés comme plus éloi- 
gnés de l’axe , que les points correfpondants de 
Parc arm. 

Corollaire. Il fuit des Théorèmes précé- 
dents que la feule parabole vulgaire a au fommet 
une courbure circulaire : puifque h les autres para- 
boles avoient une courbure circulaire au fommet , 
elles auroient pour parabole ofculatrice une para- 
bole ordinaire , donc le paramétré feroit double 
du rayon du cercle ofculateur , ainfi qu’il fuit du 
premier Théorème *. 

58 . Théorème IV. Les courbures au fommet 

* Prefquc tous les Géomètres enfeignent qu'une Courbe 
dont le rayon ofculateur cft .infiniment" grand ou infini- 
ment petit , a pour Courbe ofculatrice quelque parabole 
différente de la parabole vulgaire : il s'agit ici d'une para- 
bole confédérée à fon fommet. Coque nous venons de dire 
fait aflez fentir ce qu’on doit pen'fer d une telle doéhine j 
félon laquelle une parabole différente de la vulgaire pour- 
rait avoir la même courbure au fommet que celle d 'dpoU 
lontus , en fuppofant le paramétré de cette derniere infini- 
ment grand , ou infiniment petit, " ^ 
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des paraboles de differents ordres font d’un genre 
entièrement different. Suppofant - > — • Je dis que 

les paraboles repréfentées par les équations b 1 ~ * x r 
s= yi , a m ~ n x M = y" , ne peuvent être ofcula- 
trices au fommet l’une par rapport a 1 autre , quand 
même le paramétré b de la première feroit infini , 
ou le paramétré a de la fécondé infiniment petit. 
Si ' la première parabole a qm , la fécondé ar m t 
l’ordonnée commune P tn —y • Suppofant toujours 

a P = Xj nous avons a n ~ m x m — y * , b 9 ~ p x’ = 
ÿi donc prenant la racine n pour la première 



équation Sc la racine q pour la fécondé, a 



n — m 
n 



< 1 -P L 
b î .x? 



donc 



. x » 



•r —J l 

b i . xl , ou 

n — v* 

3= Xi 

? ~ P 

b 1 



( 



m 
n . 



4 — » m \ 

en divifant par b ? . x » / 

Dans cette équation , à caufe 



j e l > ÜL l e fécond terme eft infiniment petit , 
q n 

en fuppofant x infiniment petit ; donc aufli le 
premier terme fera infiniment petit , ce qui peut 
arriver , en fuppofant que b eft infiniment grand , 
a étant fuppofé fini , ou que a eft infiniment petit 
b étant fini. Mais dans cette fuppofition même il 
n’y a point d’ofculation. En effet prenant 1 abfcifïè 

n — m i ~~ f _£ 

a p == f , nous aurons a ” . t" z=.pr j b q ,t 9 
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t m — m m f — p . p 

s= pq ; donc pr : pq II a » . m î b i . t ? : : 

: r ? ” : or nous venons de voir aue 

1ZL? 

A ? 

1 — £ m 

x H n y donc pr : pq il * v s 

p m 

tH j donc puifque x & r , c’eft-à-dire , <7 P 
6c a p peuvent être en raifon quelconque de plus 
grande inégalité , p r & p q ne different pas 
entre elles d’une quantité q r infiniment petite par 
rapport à elles 3 donc les arcs aqm , a r m ne four 
pas ofculateurs l’un par rapport à l’autre 3 dohc 6cc. 

Puifque les courbures au fommet des paraboles 
de differents ordres font de différents genres , il 
fera commode de rapporter les courbures des Cour- 
bes aux courbures des fommets des paraboles. Ayant 
tiré ch ( fig. 13 A ) perpendiculaire fur la tan- 
gente cg, 6c lui ayant mené l’ordonnée perpendi- 
culaire pk , rappelions -nous l’équation entre c f 6c 
pf( 5 1 .) , favoir a x -*t- h y - 4 - c x 1 d x y 
cy 1 -H /* 3 -4- &c. cas o (P) , qu’il faudra tranf- 
porter aux nouvelles coordonnées ck (f) p k {«). 
Suppofons que la raifon de l’ordonnée à la fous- 
tangente ou de p f : cf, ou de la fous-normale 
h h à l’ordonnée b t * , eft égale à la railon de 

* Car le triangle g ch reâangle en c donne , en fup- 
pofanc bc perpendiculaire fur l’hypothénufe , b h : bc 
b c : b g. Voyca la Géométrie. 
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a • — b ; donc les côtés du triangle hbc feront 
comme a 3 — £ , — V (* 2 -+-* 2 ) *• Du point/ 
tirez fi } fl parallèles aux nouvelles coordonnées. 
Les triangles femblables bhc 3 cfl ** donnent 
ch : c b :: cf\fi 3 ou — VC** ~+~ bz ) * — b •• x • 
fl — ZlLü . Les triangles, femblables p if, 

* — V 

b h c***donnentck’.b h'.'.fp’.p i 3 ou—y/(a 2 -\-b*)l 



d V • 

a •• v * pi = — : — • Les triangles bhc, 

a ** J ' r — y(*j l -f-À 1 ) 6 

cfl donnent ch \ bh :: cf\ cl, ou — V 

a :: x : cl = — **. th- 0n a encore P ar Ies 

— ~r b ) 

triangles pfi&C b h c, — y'' (a 2 b 2 ) l — b \\ y \ . 

& c/ -/i =ci = ‘ 



* Si l’on compare la figure pr^fente avec la figure i f , 
on verra que a n alloic en s’approchant de la Courbe & 
en s’éloignant de l’axe des abfcifies , alloit , dis-je , de la 
gauche à la droite, tandis que ch va en partant de l’axe 
des abfcilfes , de la droite à la gauche. A u refte à l’égard 
du ligne de la quantité (aa-\-bb), voici la réglé qu’on 
doit obferver : fi a 8c b ont le même ligne, le radical 
doit avoir le ligne -f- , & le ligne — û a Sc b ont diffé- 
rents lignes. 

** Car cçs triangles ont chacun un angle droit , & les 
angles f c /; b h c alternes internes. 

*** Les angles b Sc i font droits, les angles geb, fpi 
ayant leurs côtés parallèles font égaux; or ecb eft com- 
plément de b ch, de même que bhc ; donc fpi efl 
“= b h c; donc Sec. 
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= b + b iÿ donc **+by= — c ÿ( a *-hl>* ).... 

(A). De ces équations on tire x = — — — — — - , 

, 4 — Vl-H-* 1 )’ 

0 f + a u . 

v = 7 ; — —rr. Subftituant ces valeurs de x &de 

.y dans l’équation P, vous aurez l’équation cherchée 
entre t 8c u. 

Suppofons d’abord que a 8c b ne manquent pas 
dans l’équation , à caufe que — ax — b y = 
ex* - f- dy x -f- &c., ainfi qu’on le tire aifément 

de 1 équation P, & que t = - == 

— Vi^-i-b 1 ) 

a-x b y cx l +\dyx + bc. . 

yîl’+i*) vT^+ïm — > d eft v,fible 

que r eft infiniment plus petit que u — — — 

— a y — f- bx 

— " ÿ ç a i ( en changeant les lignes du numé- 
rateur & du denominateu^}, puifque t eft exprimé 
par une fon&ion de plufieurs aimenfions des infini- 
ment petits x 8c y, tandis que u eft exprimé en 
termes d’une feule dimenfion des mêmes x 8c y. 

De plus , parce que u = -4 — eft infini- 

ment plus grand que t — — ° ^ — = 

Y & 4 V ( + b- ) 

cx l -f- rfyx-j- &C. „ , 

~v/ ( ^ & q ue f -+• dy x 8cc. eft 

infiniment plus petit que a x ou b y , il eft 
vifible que — a x — b y eft infiniment petit par 
rapport aux quantités b y 8c ax , aulfi-bien que par 
rapport à b x — ay. 

Corollaire. Donc , excepté dans lequa- 
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1Z 5 



u b 



tion A, on pourra faire * - 
négligeant le terme a t , & y 



en 



a a 



en négligeant b t. Si l’on fubft tue dans l’équa- 
tion P trouvée ci-delfus — t j/f a 2 b 1 ) à la 

place ue a x + 1> y , 6c dans tous les autres termes 
les dernieres valeurs de * & de^y que nous venons 
de trouver , il en rcfultera — t y/ ( a 1 -j- b 1 ) 

P 3 \ • v 



c b 

— du b 
■eu 



\ 

V 







VM < 3 

&c. — O 

Si le coefficient de u 1 n’eft pas o , négligeant 
tous les termes qui fuivenr le iecond , l’équation 
fubftftera entre les deux premiers , & I on aura 

u = — — - — ; r Xr = Pt, en fanant le 

cb d a b — f- «a 1 

multiplicateur de t égal à la quantité p. Mais 
u 1 = p t eft une équation à la parabole vulgaire 
dont le fommet a la meme courbure que la Courbe 
au point donné ; donc la parabole ordinaire , c’eft- 
à-dire , la parabole à? Apollonius fera la Courbe 
ofculatrice cherchée. Si le multiplicateur de u % 
eft o , l’équation aura lieu entre le premier & le ■ 
tfoifieme terme \ ainli en tranfpofant , ôtant la frac- 
tion & divifant enfuite le multiplicateur de t par 
celui de , & failant le quotient = p 1 , on aura 
u? = p 1 1 . Cette équation eft à la première para- 
bole cubique , dont le fommet a la même cour- 
bure que la Courbe au point donné. Si le rroifieme 
terme manquoir, l’équation auroit lieu entre le 
Tomt II. .. . . .P 
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premier & le quatrième , & ainfi des autres; 
donc il en réfultera toujours une équation de 
cette forme p” ~ 1 t = u" , 8c la Courbe ofcula- 
trice fera toujours une parabole de l’ordre A l’é- 
gard du paramétré p il fera infini ; toutes les fois 

? [ue d ou i étant infinis , le dénominateur de la 
raétion d’où réfulte p" ~ 1 fera infiniment plus 
petit que le numérateur : mais fi a 8c b étant 
infiniment petits , le numérateur de la fracrion 
eft infiniment plus petit que le dénominateur , p 
fera néanmoins infiniment petit. 

59 . Si a 8c b font o en meme rems , il faut 
examiner le fécond terme c x 2 + d x y + ey 1 . Si 
cette quantité n’a aucun faéteur réel , on a ( 53 ) un 
point conjugué, pour lequel il n’y a point de Courbe 
ofculatrice. Si ce terme a deux facteurs réels inégaux 
a x -j- b y , m x -f- n y, on divifera par m x -\-ny 8c l’on 



aura ax 



by 



fx x g x* y 4- h x'y'-ÿ i y* bc. 



b u 



m x 



ny 



Subftituant — -- pourjrôc 

v I a -j-b ) r 



a u 



Î iour y , excepté dans la quantité ax -}- b y , pour 

aqueile vous écrirez — t y/ia 1 b *) , l’on aura 

... <fb * — y j b' - 4 - h a 1 b — 
-ty/{a'+-b l ) H- 7 



( m b — n a) b L ) 

8cc. — o. Si le multiplicateur de u 1 n’eft pas o , 
on aura une équation de cette forme u 1 = p c ; 
donc la parabole A' Apollonius fera la Courbe ofcu- 
latrice. Si le multiplicateur de u 1 manque , l’on 
aura u d vs= p 1 c. En général la Courbe ofculatrice 
fera une parabole défignée par l’équation u n — 
rr'.* , airifi qù’auparavant. En un mot fi le pre- 
mier membre qui ne manque pas dans l’équation a 
un fafteur réel firiaple a-x~\~ by , en fuppofant l’au- 
tre facteur = q , 8c divifaot les termes iuivants par q t 



1 
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on trouvera toujours une équation de la forme u n 
*= p” ~ 1 t , n étant un nombre entier policif. 

60. Mais fi le premier membre qui fe trouve ne 
pas manquer dans l’équation , a deux ou trois fac- 
reurs égaux , on ne peut pas négliger tous les termes 
où fe trouve t , quoique t foie infiniment plus 
petit que u ; mais on doit feulement négliger les 
termes dans lefquels t a un expofant égal ou plus 
grand que le nombre des fadeurs égaux -, qui fe 
trouvent dans le premier membre. Soit l’équation 

( ax + h'Y -t- f* } + gx'y -\-hxy' 1 + '*/ -h 

kx 4 -\- &o= o. Subftituant — ~ —AlL au lieu 

bt v i a ~h 1 ' ) 

de x , —r — — : — 77- à la place de y , on trouvera 

«ne équation de cette forme t 1 -J- ctu 1 du 3 
-f e tu 3 -f fu 4 + g tu 4 8cc. = o * , en négli- 
geant tous les termes qui contiendraient t 2 ,r > 3 
&c. multipliés par u , u 1 j 8c c. auffi-bien que tous 
les termes qui contiendraient t 3 , t 4 , Sec. : car tous 
ces termes difparoiftent devant ceux que contient 
la derniere 'équation dont on vient de parler. 
Si c = o , mais non pas d , l’équation fera 

t 2 -f- da* = o , ou u 3 •= — - t 2 = p t 2 , en fai- 

fant -j- = p. Cette équation eft à la fécondé para- 
bole cubique, qui fera la Courbe ofculatrice cher- 
chée. Si d = o auili-bien que c, on a t 1 — — fu 4 , 
011 r ~ zt u * / — /• Si f eft pofitive , la Courbe 
ofculatrice eft imaginaire , 8c le point donné eft un 

* On fuppofe le premier terme de l’équation délivré defon 
«efficient, parce que cela eft toujours poflîblc. Voy. l’Alg. 

P 1 
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5 joint coujugué. Si / eft négative , la Courbe ofcu- 
atrke eft une double parabole ordinaire j l’une de 
ces paraboles eft fituée du côté des rpofitifs, l’autre du 
côte des e négatifs. Au r-fte ces deux paraboles font 
égales. En procédant ainfi on déterminera facilement 
les paraboles ofculacrices qui réfultentde l’évanouif- 
fement des termes où fe trouve t combiné avec u. 

6 1 . Suppofons maintenant que c n’eft pas = o. 
Si d n’eft pas = o , il eft vifible que t u 1 eft une r 
quantité infiniment petite en comparaifon de u 3 ' 
donc l’équation fubfiftera entre les deux termes 
te + du* — o. Mais fi d — o , ta 1 s’évanouif- 
fant devant tu 1 , l’équation fubfiftera dan* les termes 
t' + ct «* + /“ 4 — °‘ St dans cette équation on 
fuppofe t & u 1 du meme ordre , tous les termes 
feront du même ordre. Si cette équation a tous fes 
fadeurs imaginaires , le point donné fera un point 
conjugué, qui ne peut avoir aucune Courbe ofcula- 
trice. Si l’équation a deux fadeurs réels , l’on trou- 
vera deux équations de cette forme t = mu 1 , ou 

a 1 = t = p c , qui donneront deux paraboles 

vulgaires ofculatrices égales ou inégales , félon que 
les fadeurs de l’équation feront égaux ou inégaux ; 
donc la Courbe aura deux branches , qui auront 
pour Courbes ofculatrices les paraboles dont nous 
venons de parler. De plus ces paraboles fe con- 
fondront en une , fi les fadeurs de l’équation font 
égaux. Si l’on a aufli /= o , on aura l’équation te -f- 
Ctu 2 -f = o; parce que ta 4 s’évanouit devant 
tu*. Si l’on fuppofe que t 8c u* foient du même 
ordre, z/ ( difparoîtra devant les deux autres termes , 
& l’on aura t 1 + c t u* == o , ou eu 1 -j- t — o , 

©u u 1 zs t = p t , équation à la parabol©.' 
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d* Apollonius. Mais fi l’on fuppofe t* du même 

degré que u 1 , ou t du même degrc que «f , tu 1 
devient infiniment plus grand que les deux autres 
termes j donc l’équation ne peut fubfifter, Suppo- 
fons t & a 3 du même degré , 1 1 difparoîtra devant' 
les autres termes , &. l’on aura l’équation c tu 1 

h u 5 = o , ou c t -H h u 3 = 



ou u 3 es 



— c 






f t j équation à la première parabole cubique. On 
peut voir maintenant ce qui arriveroit fi h étant 
= o j il failoit confidérer le terme k u 6 . c & d 
étant = o & non pas e , fi f n’eft pas — o , t u* 
difparoîtra devant u 4 j donc l’on aura l’équation 
f =-/« 4 , ou f = zh u 2 y'— f que nous avons 
déjà examinée. Si/= o , tu 4 difparoiffant devant 



on aura tu 1 -j- et w> -{- h u 



j _ 



dont 



on ne 



peut tirer que la feule équation 1 1 -4- h u' = o , 

équation à 



•u u 






ou 



a 5 = p 3 t 1 , 



nne parabole du cinquième ordre. Si h = o , on 
*ura l’équation C H- et u 3 + ku 6 = o. Si t & u 3 
font du même ordre , tous les termes de l'équa- 
tion feront du même ordre. Si cette équation a fes 
fréteurs imaginaires , elle indique un point conju- 
gué. Si elle a deux faéteurs réels , elle repréfente 
deux paraboles de la forme u 3 = p 1 1 , qui font 
les Courbes ofculatrices de deux branches de la 
Courbe qui pafiènt par le point donné. Ces deux 
paraboles fe confondent en une, fi les deux faéteurs 
de l’équation font égaux. En général dans ces cas 
on a une équation de cette forme t 1 + A t ut 4 - 
B as o (H j j dans laquelle p < q , autrement le 

Pi 
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fécond terme difpatoîtroit devant le troifieme. Si 
q — ip cous les termes de l’équation feront homo- 
gènes , en fuppofant c — Uf. Si l’équation n’a point de 
facteurs réels , elle indique Un point conjugué. Si elle 
a deux fadeurs réels , elle fe réduit à deux équations 
«de cette forme u ■ — a? ~ 1 t qui donnent deux para- 
boles ofculatrices, qui fe confondent en une lorfque 
les fadeurs font égaux. Si 2 p > q , l’équation H de- 
vient t t fî u 1 = o , qui fe réfout en deux H q eft 
un nombre pair , OU qui donne une feule parabole 
ofculatrke u q eft un nombre impair. Enfin fi 
a P < A > 011 a deux équations de cette forme 

=> a r ~ ' ' t , u m = b m — ' t qui donnent deux pa- 
raboles ofculatrices par rapport à deux branches de 
la Courbe qui palïent pat le même point *. 

Si le fadeur double ( a x b y)* croit multi- 
plié par une fondion entière de a & de y , en 
fubftituant les valeurs de x & de y , données en 
t & u , & divifant par le multiplicateur du fadeul 
double , en faifant attention que tous les termes 
qui contiennent t difparoiflent devant celui qui 
contient feulement u , il eft vilible qu’on parvien- 
dra à une équation de la même forme que celle 
que nous avons trouvée ci-defliis. 

61. Si le premier membre de l'équation contient 
un fadeur triple , nous parviendrons à une équation 
de cette forme r 3 -f- a t 1 u? -p b t u* -f- c u r = o , dans 



* L'équation H donne alors les deux fui van tes i 1 -4-A tuf 
=a o , Ar-f-B *“ o.ou'en fuppofant q — p=m & — g 

” b m 1 , u m = b m ~~ 1 t ; or l'équation t 2 -p- A t iP 
a»= o donne u" = <P ~~ 1 /. 
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laquelle on ne peut fuppofer p < 2 , mais ona/i<j 
$C q < r . Si a &c b font = o , on aura l’équation 
t } •+■ cü'c=o, qui détermine l’éfpece de la para- 
bole ofculatrice. Si r eft divifible par 3 , on trou- 

r J ' 

vera t = — ul y/c , ou u m = p m ~ ‘ t , en fanant 

T 1 1 j f, 

— — m & — — = p m - ' j donc la parabole ofcu- 
* \/c 

latrice fera de l’ordre m > parce que y/c a une 
valeur réelle & deux imaginaires , il y aura au 
même point de la Courbe un point conjugué. Si 
ip = q &c $p z=r y & par conféquent 3 q = 2 r , 
en fuppofant t Sc u? du même ordre , tous las 
termes feront homogènes , c’eft-à-dire , du même 
ordre , & on ne pourra en négliger aucun. Si la 
formule a un faite ur réel & deux imaginaires ; 
avec un point conjugué , on aura encore une para- 
bole ofculatrice de la forme u F 5= à? ~ 1 1. Si les 
trois facteurs font réels on a trois paraboles ofcu- 
Jarrices de la même forme , deux ou même les 
trois fe confondront enfemble , Ci deux ou les 
trois faéteurs font égaux. Si les expofants n’ont pas 
la proportion dont nous venons de parler , fup- 
polez fuccetfivement du même ordre les termes 
pris deux à deux ; examinez enfuite ce que les 
autres deviennent. S’ils fe trouvent du même ordre , 
on ne peut pas les négliger , s’ils font infiniment 
petits par rapport à ceux qu’on fuppofe du même 
ordre , f équation aura heu entre ces deux là feu- 
lement. Si quelqu’un des termes négligés fe trouve 
infiniment plus grand que les deux termes com- 
parés , l’équation ne peut avoir lieu entre ces deux 
termes. Par cette méthode vous déterminerez toute» 

P 4 
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les paraboles ofcuiatrices par rapport à un point 
donné d’une Courbe algébrique. On fuivra la même 
méthode Ci le premier membre contient quatre, 
cinq , fix , &c. fadeurs égaux. 

63. Corollaire. On peut conclure de ce 
qu’on vient de dire , qu’il n’y a aucun arc d’une 
C ourbe quelconque qui n’ait une parabole pour 
Courbe ofculatrice. C’eft pourquoi on peut diftin- 
guer les divers genres de courbure par les différents 
genres des paraboles. Je mets dans le premier 
genre des paraboles celles qui ont la forme t—pu m t 
m étant uu nombre entier pofitif. Le point de 1 * 
Courbe où fe fait i’ofculation eft alors un point fim- 

{ >le. Si m = i y on peut comparer la courbure avec 
a courbure circulaire. Si m = 3 , la Courbe a un 
point d 'inflexion & de concave devient convexe 
dans ce point (lig. 19) : on fait que la première 
parabole cubique a un point d’inflexion au fornmet 
(Voyez ce que nous avons dit dans les Sedions 
Coniques fur les paraboles de différents or- 
dres). Si m = 4 , on ne voit aucun point d’inflexion 
( fig. 3 o ) ; mais on a coutume de confidérer un 
point d’inflexion double , qu’on peut appeller/wi/if 
de ferpentement ; caria Courbe de convexe devient 
concave , 8c auffi-tôt de concave redevient con- 
vexe. Si m =; 5 , on a un point d’inflexion vifible ; 
mais on regarde ce point comme répondant à une 
inflexion triple , à caufe que la Courbe de concave 
devient convexe , enfuite de nouveau concave , 8c 
enfin de nouveau convexe, 8c ainfi fucceffivement $ 
de forte que le nombre des inflexions eft toujours 
m — 1 , & les inflexions font viables ou invifibles , 
félon que m eft un nombre impair ou pair. Dan» 
ce dernier cas on a des points de ferpentement» 
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Les paraboles du fécond genre font de la forme 
t z = p u m , qui indique des points doubles , dont 
chacun équivaut à deux points finiples. Si m — \ t 
on aura un point de relroujjement de la première 
cfpece ( c’eft celui dans lequel deux branches de la 
même Courbe fe préfentent leurs convexités ) , 
parce que la parabole cubique t 1 —pu’ { fig. 3 i ) a 
une telle figure. 

Si m — 4 il en réfultera la forme de la fig. 32, 
qui ne repréfente que deux paraboles ordinaires. En 
général les branches de la parabole ofculatrice foi * 
comme dans la figure 31 fimeft impair , & comme 
dans la figure 3 1 fi m. eft pair. Mais dans ce dernier 

m 

cas il y a deux paraboles de la forme t = pu~ x ~. 

64 Cor o l l a i r e. Il fuit de -ce qui précédé, 
que le point d’une Courbe eft double lorfqu’il eft 
conjugué, lorfqu’on a au même point de la Courbe 
deux paraboles ofculatrices ordinaires » ou quand 
la parabole ofculatrice eft du fécond genre. 

Les paraboles du troifieme genre font de la 
forme t l — p u ”, Le point d’ofculation eft alors 
triple. Si m — 4 , la figure eft femblable à celle de 
la parabole ordinaire. Si m — y , on a un point d’in- 
flexion 3 fi m = 6 , en prenant la racine cube , 011 
a une parabole de la forme t=z pu 1 3 & à caufe des 
deux autres racines imaginaires , on a encore un 

J joint conjugué double En général fi m eft impair 
a Courbe a un point d’inflexion contraire , fi m eft 
pair on a la figure de la parabole ordinaire. Mais 
fi m eft divifible par : , on a une parabole du pre- 
mier genre avec un point conjugue. C’eft pourquoi 
l’on a urr point triple dans la Courbe lorfqu’on a 
un point conjugué & une parabole ofculatrice du 
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premier genre , ou lorfqu’on a trois paraboles du 
premier genre, ou une du premier & une du fécond, 
ou enfin une du troifieme. 

On peut remarquer que cela ne prouve pas que 
la Courbe exifte réellement. Cela démontre feule- 
ment que l’ofculation a lieu fi la Courbe exifte, 
mais il peut arriver que la Courbe & fa branche 
foient imaginaires ; dans ce cas on a un point 
Conjugué. Suppofons que nous ayons trouvé l’équa- 

. , 1 tu 1 K + U * 

tion t ~ h e= o. Négligeant le 

dernier terme on trouve deux racines égales t — 

b 

= O. Mais en ne négligeant rien & tranfpofant le 

j l xtu 1 U A U 6 , 

dernier terme , I on a t 1 ; 

b ^ b 1 b* 7 

t . .. . H 1 B* 

prenant les racines il vient t — — = - L - ~ v'(— i) , 

K* gï ^ 

our = ainfi les racines font 

imaginaires , Sc l'on n’a qu’un point conjugué. 
C eft pourquoi , à caufe des termes négligés comme 
infiniment petits par rapport aux autres , on peut 
trouver une Courbe ofculatrice réelle , qui réelle- 
ment eft imaginaire , & qu’on trouverait telle en 
pouffant le calcul plus loin. 

* U 4 

H— f- — = o ; en 

1 A* £1 5 



1 t U 



Soit l’équation t 1 — 

négligeant le dernier terme, l’équation a deux fac- 
teurs égaux qui donnent deux paraboles ordinaires 



* Si petit qu’on fuppofe u tfc ce qu’il exifte, ~ 
eft une quantité imaginaire. 
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ofadatrices qui fe confondent en une , ce qui ne 
prouve pas que la Courbe a deux ou quatre bran- 
ches rcelles qui paffent par le point donné &: qui 
embralTent l’abf lire t pofitive : car faifant pafler 
le dernier ternie à la droite du ligne d’égalité f 
prenant enflure les ratines & tranfpofant , il vient 

U?’ u~ 

<= + 7± b~fT> */(- «) » H “ eft pofitif , 

t eft imaginaire & la Courbe n’a aucune branche 
du côté des u pofitifs ; mais fi u eft négatif la 
Courbe a deux branches réelles qui répondent à la 
même abfcilïe ap (fig. 35 ) , l’une & l’autre bran- 
che ayant pour parabole oltulacrice en a la même 
parabole vulgaire. 

6 5. On peut voir par-là l’exifteuce des points 
de rebroujfement de la fécondé ef ece ; dans la- 
quelle deux branches de la même Courbe font telle- 
ment difpofées que la concavité de l’une eft tour- 
née du côté de la convexité de l’autre : ce qui ne 
vient pas de la figure des paraboles ofculacrices ; 
car aucune parabole ne peut avoir les branches 
ainfi difpofées , & s’il y avoir deux paraboles , aur 
branches ac, a b s’en joindroicnt deux aucres. Mais 
cela vient de ce que par la nature de l’équation de 
la Courbe , les branches du côté des ordonnées 
pofirives font imaginaires , les branches qui répon- 
dent aux ordonnées négatives étant rcelles ou réci- 
proquemenr. JNous en avons encore un exemple dans 

A 

la Courbe de l’équation y = \/ * ^7 \Zx^ ( fig. z ) : 
car on ne peut pas luppofer .v négatif, ni prendre 
le radical y/~x en — , autrement y feroit ima- 
ginaire dans les deux cas 3 en effet dans le pre- 

4 

«nier ou autoic^ = & dans 1« 
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fécond le radical j/* 3 feroic une quantité imagi- 
naire , ainfi /que nous l ’avons fait voir ailleurs ( 1 ). 
Ort peut remarquer que quoique les deux branches 
de cette Courbe foient d’abord fituées au-delTus de 
l’axe des x , cependant une de ces branches coupe 
bientôt cet axe & defcend au-delfous. 

66. Cherchons maintenantquelleeft lacourbure dep 
paraboles dans les autres points. Sent l’cquation gé-? 
nérale des paraboles a*~' p — q” y on fuppoie n 
plus grande que l’unité. Si on augmente p de la 
quantité x , & q de la quantité y , on aura u* — ‘ x 
(/> + x) = (q-hy^y ou en réfolvant le fécond 
membre en férié , a nr ~' p -j- a* ~ * x — q n -f- n q" ~ 'y 
n. n — i ) , _ 

H — q"~'y H- &e. De cette equatioa 

retranchant la première, il vient a n ~~ ‘ x = nq a —' y 

H- — f-'-y •+• — « ’ y > 

H- Ôcc. En fuppofant x & y infiniment petits , 
négligeant les termes qui difparoillênt devant 
celui qui contient y 1 , on trouvera , en tranfpo- 

- n n — i) 

fant, ü* - ’ x — n q n ~~‘y — q* *y*— o. 



< 7 * 

Mais l’équation a"~' p = q" , donne — , ou q*~* 

a n ~' p 
■= — 

? r 

leurs de , q a ~~ x Sc divifant enfiiite par a m ~' ' y 

npy n.(n — i) 



a 9 ~~ 1 p 

— - — . Subftituant ces va- 



on a l’équation x 



X 



OU q 



n py 



n. (n— ï)py l __ 






Pour tranlr 



porter l’équation aux abfcifTes t , prifes fur la pe** 
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pendiculaire à la tangence au point donne , il faut' 
faire a- - -J'-ZUL?!— v = JLIL±JJL. * 

t étant infiniment petit refpedivement à u , 5c 
l’équation deviendra en tranfpofanc 5c divifant, 

,* = it , L,. 

i7 fi n T ^ n n * 



lion à la parabole ordinaire. 

Corollaire I. La courbure de toutes le» 
paraboles dans tous leurs points , excepté au 
fommec, eft donc de meme eipece que la courbure 
au fommet de la parabole ordinaire , 5c par confié- 
quent de même efpece que la courbure circulaire» 
Suppofanr p i’abfcillè , q l’ordonnée , b le para- 
métré , on a par la nature de la parabole A' Apol- 
lonius b : q ; ; q : p • donc lorfique q eft infini- 
ment petit , p eft encore infiniment plus petit ; • 

donc clans ce cas q 1 n 1 p 1 = q 1 , 5c l’équation 

Û 1 t 

devient a 1 = . Si p eft du même ordre 

n. — 1 ). p 

1 

que , comme cela arrive dans la parabole ordi- 
naire , le paramétré b fiera fini. Si p eft infiniment 
petit , refpedivement à q 1 , ce qui arrive lorfique 
n > 2 , le paramétré devient infini. Si p eft infini- 
ment plus grand que q x , ce qui a lieu fi n < z , 
le paramétré devient infiniment petit. C’eft pour- 



* On trouvera ces mêmes formules en faifant 
np — b , voyez le n° 5 S. Comme q Se np ont les mêmes 
lignes que a Se b , ou ne doit rien changer aux valeurs de 
de x ôe de y (38). 
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quoi prenant dans une parabole quelconque un arc 
infiniment petit & fi proche qu’on voudra de fon 
{bmmer , pourvu qu’on n’y comprenne pas ce 
fommet , tirant par le milieu de cet arc une ligne 
qui lui foit perpendiculaire , on trouvera toujours 
pour cet arc une Courbe ofculatrice , qui fera la 
parabole ordinaire , dont l’axe fera fitué fur cette 
perpendiculaire prolongée s’il le faut, ce qui arrive 
ii la Courbe eft convexe du côté de fon axe , mais 
alors le paramétré de la parabole ofculatrice eft 
négatif. 

6j . Corollaire IL De-là on peut conclure 
que ce n’eft qu’aux points finguliers que la cour- 
bure d’une Courbe peut être différente de la cour- 
bure au fommet de la parabole ordinaire , ou d’une 
nature différente de la courbure circulaire. 

De la figure des Courbes dans un efpace fini. 

68. Suppofons d’abord que l’ordonnée y eft 
égale i une fon&ion rationelle de x , dans ce cas 
y ne fera jamais imaginaire & la Courbe s’étendra 
à l’infini du côté des abfciffes négatives , aufil-bien 
que du côté des pofitives. Soit , par exemple , 

y = - 2 - , iuppolant .v = ■» , on a 

y = — ; donc la Courbe a deux branches infinies 

du genre parabolique , dont les branches de la 

parabole J = — font les afymptotes curvilignes ÿ 

l’une de ces branches a les abfi iilès & les ordon- 
nées pofitives , l’autre n’a que des ablciilès & des 
«données négatives. Prenant le point a (fig. 34) 
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pour l’origine , & la ligne c b pour l’axe des 
abfciflès , faifant l’abfcifle pofitive a b = x = ^ , 
le fadeur * — b deviendra = o donc au point A 
l’ordonnée y eft = o , & la Courbe parte par 1 * 
point b. Suppofant .v = o , on a encore y = o j 
donc la Courbe paflè par le point a. Prenant du 
côté des .v négatifs a c — a , le facteur x -f- a de- 
viendra — • * -J- a = — a + a = q; donc la Courba 
pâlie encore par le point c. La tangente de la Courba 
au pointa fait, avec la ligne des abfcirtès , un angle , 
dont le linus eft ail cofinus comme b : a ; pour le 
point b cet angle eft tel que fon finus eft à fon 
cofin us comme b. ( a -f- b ) : a% 8c comme a -f- b : a. 
pour le point c. Depuis a jnfqu’cn b les ordonnées 
font négatives , mais elles font pofitives depuis b 
jufqu’à l’infini. Si J> = o , la partie a d. b s’évanouit 
8c la ligne des abfcirtès devient tangente de la bran- 
che a / ( fig. j 5). Enfin donnant plufieurs valeurs 
fucceilives à x , on mènera les ordonnées corref- 
pondantes aux abfcirtès a P , a A, a k , ôcc. ! fig. 34), 
ou a h y a P , &c. (fig. 3 5) , 8c l’on connoîtra par-là 
la figure de la Courbe dans un efpace fini. 

Si on avoit l’équation / = 3/(2 a. v — *■’) 

| / (a x — .v 1 ) , pour connoître la figure de la Courbe , 
faifant 3/(2 a x — x 5 ) = décrivez le cercle ah bd 
( fig- 36 ) de cette derniere équation , dont le rayon 
fera = a. Faifant de même i/(a x — .y*) = u , 4 

décrivez le cercle arC-rdonrle rayon = -. A tous 

les points g du premier cercle appliquez 8 c g m , 
chacune égale à / L , enforre que les ordonnées */ g 
foient augmentées 8 c diminuées de la quantité cor- 
refpondante _/ L; les points M 5 c ar feront à la Cour- 
be cherchée. On fera la même chofe pour chaque 
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ordonnée f h correfpondante , & l’on aura la Cour- 
beu t a Mdq, qui fera compofée de deux feuil- 
les, & dans laquelle y = \ _u. 

Si l’ordonnée y étoit égalé à une fonction 
radicale de x , qui renfermât une autre fonction 
radicale de x , par exemple , fi on avoit y = -H 
V / (u 1 pfz |/(u 4 — , dans te tas on ne 

pourroit trouver la figure de la Courbe , qu’en 
donnant fucceilivement plufieurs valeurs à x , & 
calculant pour chacune de ces valeurs , la valeur 
correfpondante de y. En un mot on fuivroit la 
méthode ci-defius ( 2. ). 

Des lignes Courbes décrites par le moyen des 
ïnjlruments. 

Gy. Problème. D’un point a ( fig. 37) Jîtuê 
hors d’une droite ut, ayant abaijjé fur cette droite 
la perpendiculaire a b , prolongée jufqucn d y on 
demande la nature de la Courbe que décrira l'extré- 
mité de la ligne d d prolongée autant qu’il le faut y 
pendant le mouvement de cette ligne autour du point 
a , en fuppofant qu’on prenne toujours l’ interceptée 
r n = b d. Suppofons que a d eft parvenue dans la 
fituation an, du point n de la Courbe tirez n m 
perpendiculaire fur ad. Faifons , mn —y ,ab=za~ > 
bd — rn — b, am— x , éemb — x — a. Le trian- 
gle reétangle amn donne an — ^/(y 1 + x 1 ) ; 
mais à caufe des parallèles b r &c m n , l’on 
a \é (y z h- : x : l b : x — a , ou en 
quarrant , y 1 -H x 1 : x 1 : : b 1 : .v J — 1 a x à 1 , 
Ôc par fouftraétion y* : x z : : b 1 -— x z •+■ 1 a x — a 1 : 
jr a — 1 a x -f- a\ Faifant le produit des extrêmes 

U 



1 
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Sc celui des moyens * & retranchant le fécond du 
premier , il vient x^y 1 + x 4 =o 
— iaxy x — 2 ax * 

-f- a 1 y 1 a 1 x 1 

. — h 1 x 1 

Si on fuppofe bc±=.bd=a, l’équation ci-deflus , qui 
renferme les deux Courbes décrites par les points d 
Sc c , en fuppofant qu’on prenne toujours r q ~b 3 
deviendra plus fimple à caufe des termes qui fe 
détruiront *. La Courbe dont nous venons de trou- 
ver l’équation , s’appelle la Conchoïde de Nkomede > 
qui en eft l’inventeur ; nous appellerons la Courbe 
d n Conchoïde ultérieure , & la Courbe c q Conchoïde 
citérïcure. La Conchoïde ultérieure a la meme figure 
dans quelque hypothefe que ce foitj c’eft-à-cfire, 
que s’écartant de part & d’autre du point d , elle 
s’approche de la ligne u t , vers laquelle elle tourné 
d’abord fa concavité ; mais bientôt elle fe fléchit 
ên fens contraire & tourne fa convexité vers u t , 
en s’approchant toujours de cette ligne qui eft fou 
afymptote **■. La Conchoïde citérieure , repréfen- 
tée par la même équation , a pour afymptote la 
meme ligne ut ; mais fi b eft < a & que le point c 
foit fitué entre a 3c b , elle préfente d’abord fa 
Concavité Sc bientôt après fa convexité à la ligne ue i 

* Si l’on fuppofe üM = *, =y, & qu’on falfe at* 

fentioo que çM eft parallèle a b r , on verra aifértient que 
V x x ): x ; : b : a — x , ou y 2 x 1 : x 2 : : b 1 : a 2 

— x a x x'~ , d’ou l'on tire la même équation que nous 
avons déjà trouvée pour la Conchoïde ultérieure. 

** Car en fuppofant que r n =b repréfente le fînus 
total , np fera lé lïnus de l’angle nrpzxzarb-, or à 
•l’infini cer angle eft infiniment petit; donc à l’infini np 
s= — - 5 donc , &c. 

OC 

Tome IL Q 
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de laquelle elle s’approche continuellement , à pro- 
portion que an fait un plus grand angle avec da. Si 
b = a , & que les points c & a tombent l’un fur 
l’autre ( fig. j 8) , les branches auront pour tangente 
commune au point a , la ligne b a , & le point a fera 
un point de rebrouffement de la première efpece , 
parce que les branches de cette Courbe en partant 
du point a pour s’approcher de leur afymptote fe 
présentent leur convexité. 

Enfin fi b > a ( fig. j 9 ) & que le point c tombe 
fur le prolongement de b a , l’une des branches 
fera cq a t , l’autre ca m , de forte que dans ce cas 
la Conchoide citérieure eft accompagnée d’une 
feuille ac q. 

70. Problème, Trouver l'équation de la Courbe 
arnqsa décrite par le point m du cercle km qui 
roule fur fon égal b a (fig. 40 ). Suppofant qu’au 
commencement du mouvement le point décrivant 
fe trouve en a ; lorfque ce point fera parvenu 
en m , i! eft vifible que l’arc a b fera égal à l’arc 
b m. Ayant joint les centres des deux cercles par la 
droite ck qui palfe néceftairement par le point de 
contaét b ( autrement la diftance c k ne feroit pas 
égale à la fomme des deux rayons cb -4- b k ) , 
tirez la ligne k m d jufqu’à la rencontre de c a pro- 
longée. A caufe que les arcs égaux b m , b a appar- 
tiennent à des cercles égaux , les angles ac b , 
b k m feront égaux ; donc le triangle d c k eft ifo- 
celle ; donc cd — d k -, 5 c de — a c — dk — mk, 
ou da = dm ; donc la ligne droite a m coupe les 
côtés d c , dk du triangle c dk en parties propor- 
tionnelles y donc a m eft parallèle à c ky donc db 
qui coupe c k en deux egalement , coupera aullî 
« m en deux également en t ; donc a t. = t m. 
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De plus db coupant en deux egalement la bafe 
du triangle ifocelle c d k , eft nécelïàirement per- 
pendiculaire fur cette bafe & par confequent aux 
rayons bc , bk; donc i° elle eft tangente aux deux- 
cercles ; donc a° elle eft perpendiculaire 1 la ligne 
am t parallèle à c k. Menons mn perpendiculaire 
fur cd , 5c appellant r le rayon cb ou bk, faifona 
c n = x , a n -= en *— a c =■ x — r , mri —y , 
{a my = (/««)'-+ (na) 1 =y' 4 [x — r )* , at 

a= — — A caufe des triangles fem- 

t>4bles cd b , a d r , l’on a c b \ a t \\ c d i da s 
ou fubtrahendo j cb : cb ~ at c d i ca > ou. r i t 

— O 1 ) 44 , , , 

; î : r ; donc c d =s 



•r — V (y 1 - -t- 



r„ . — ‘ mais les triangles c bd é 

( x — r) i 1 ° • 



- ^ 



nam 'ayant les angles en a &t c égaux , 8c les 
angles en b 8c n droits font femblables 8c donnent 



edi c b il ami an 



ou 



r — y — r) 1 ) 



« r* * 
• i 



\Z(y* + (* — r )*) : x — r , ou ( en multipliant les 
deux premiers termes par le divifeur du premier, 

& les divifant par r )-* ï r — ^ y : • 

^/(_y 2 + (* — r ) 2 ) : x — r ; donc égalant le pro- 
duit des moyens a céltfides extrêmes , r x — r* 

= 'V ( y 1 4 C* — r) 1 ) ~ ( * ~ - r - - ) , ou tfanf- 

pofant , développant ( pc — /" )* Si réduifant, 

Q * 
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- — = r y/(y 1 -f- (x — r) 2 ) , ou ôtant la 

fraction , & faifant les opérations ordinaires 
y* + 2 x 1 y 1 4- jc 4 = o équation qui exprime 
— 6 r 1 y 1 6 r 2 x 2 la nature de la Courba 
+ 8 r 3 x amsa , qu’on appelle 
- 5 r 4 Epicicldide. 

7t. Problème. Suppofant une équerre nam 
(fig- 41 ) j dont les branches f oient d'une longueur 
quelconque 3 mobile par fon Jommet a , autour de 
1 ‘ extrémité a de la ligne a b 3 Juppofant en même 
temps quune ligne indefinie m n perpendiculaire fur 
a b j fe meuve de a en b parallèlement d elle-même , 
on demande 1 ‘ équation de la Courbe an 0 3 que décrit le 
point de concours n des lignes ad n 3 m n 3 tandis que 
le concours m des lignes am 3 nm décrit la Courbe 
a m b. Soit a p = *• , p m = £ , p n —y. A caufe 
de l’angle droit n a m & de la ligne a p perpendicu- 
laire fur l’hypothénufe n m du triangle re&angle 
n a m,on a. p m :a p a p : p n t ou% i x y.x :y ; 

X X 

donc r = — . Si dans cette valeur de x vous fubfti- 

y x 

tuez fa valeur en x donnée par l’équation de U 
Courbe amb 3 dont ap eft l’abfciflTe &c pm l’ordon- 
née , vous aurez l’équation de la Courbe cherchée. 

Soit amb un demi-cercle dont le diatnetre ab — 
'ia > pm y ou ^ fera = \/(i ax — x 1 ) , & l’on 

aura l’équation j/(i a x — jc 1 ) = — , ou en quar- 

• — * * X * - ' * 

tint t zax —x 2 = — t .oay 1 = - , ou, 

y • za x — -» 




On trquve la même équation li on propofe ce 
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Problème. Ayant décrit un demi-cercle ad b fur le 
diamètre a b , par l’extrcmité duquel on a mené la 
perpendiculaire indéfinie b u , du point a menant 
a tous les points a de «A des lignes a nu , en 
faifant toujours un égale à la corde correfpon- 
dante a d , quelle eft la nature de la Courbe qui 
pâlie par tous les points n ainfi déterminés? Cette 
Couroe eft appellée là Cijfoïde de Diodes fon in- 
venteur. Mais démontrons que dans la Courbe 
dont nous venons de trouver l’équation , on a tou- 
jours un = da. Ayant tiré la ligne d m , à caufe 
de l’angle droit dam y daim fera une demi-cir- 
conférence 5c d m un diamètre ; mais l’angle a m b 
eft droit , parce qu’il eft appuyé fur le diamètre b a ; 
donc mi eft parallèle ôc égale à d a donc b m. 
eft parallèle à nu ; donc u nb m eft un parallélo- 
gramme \ donc unz=èm=zad; donc la Courbe 
dont nous avons trouvé l’équation eft la Ciftbïde 
de Dioclès. ' 

* -- yî » 

Corollaire I. De l’équation y* = 



on tire 



ta — x ' 



y — dz ’ ^ onc * c haque 

feifte a p répondent deux ordonnées égales p n s p q, 

• l’une pofitive , l’autre négative. Si l’on fuppofe 

f p — x — a b — i a y l’on aura z a — x =z a Sc 

F* ' 

1 = — = 00 •> donc les deux ordonnées qui ré- 
pondent au point b font infinies , 5c la Courbe 
a deux branches qui , partant du point a ( qui eft 
un point de rebrouftement de la premiers efpece ) 
vont toujours en s’écartant de l’axe a Av La ligne ut 
eft l’afymptore de la Ciftbïde t car lorfque la ligne 
ad ~ nu devient = ~ , le point n 6c le point u 

Q i 
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s’approchent infiniment , de même que le point u 
& le point o.j donc, &c. 

X 1 

Co roi paire II. De l’équation £ == — , on 

peut tirer aifément l’équation d’un très-grand nom- 
bre de Courbes : car fuppofons que l’équation de 

m — n n 

la Courbe al b eft b m ~* x R xx ou \ ss b~ïT~ x~m 
x * 

es — , on aura ( en prenant les puiftànces m ) 

¥* . 

X 2m t • 

Multipliant pary®, divifant par 

x” b m ~" & faifant j ^'zr a = p*-*, on a y m =s 

j,n-m x zm- n ^ équation de la Courbe dans ce cas. 
Si la courbe alm étoit une hyperbole équilatere , 
dont le premier axe fût = xa , on auroit ç =s d 7 d*+i** 

y t 

sx , ou iax q- x* = -7 , ou multipliant par y 1 
& divifant par x , y* x ( a a -b x) = x 3 , & enfin 
y 1 = — — — , équation de la Courbe cherchée dans 

1 j+ï 

ce cas. Si la Courbe alm étoit une paraboloïde 
défignée par l’équation ax m - f- b x" - f-.dx= on 

*• * # 

durait — = a x m -f b x” -f d , ou y ; 

y J ax m +bx" 

qui feroit l’équation de la Courbe a no, 

72. Problème, Quelle ejl la nature de la Courbe 

que décrit a le point a de l'équerre ma u * dont la 

branene a m zz. a y en fuppofant que V extrémité m 

de cette branche fe meut fur la ligne n m j & que 

Vautre branche indéfinie a toujours un de fies 

points fur le point fixe n de la ligne indefinie np f 

oit n p ==ç x , p a = y, A caufe de a p per- 

cndiculairç fur l’hypothénufe n m du triangle rep- 1 
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tanglc nam , l’on a np : pal*, p a : p m , ou 

y* % 

x :y lly : p m = — . Mais le triangle rectangle 
p a m donne ( a m )* = ( ap ) î •+■ (p m ) 1 , ou a 1 =y x 
-+- ~ j donc à 1 = y* x 1 -+-J 4 , ou y 4 -fy* x * 
— a 1 a? 1 = o, équation de la Courbe. 

Courbes dont on trouve V équation par des 
propriétés données qui dépendent de plujieurs 
points de feclion. 

7 j . Etant donnée une Courbe mdng (fig. 42 ), dont 
l’axe des abfcifTes Toit a b j & dont b m &c b n foienc 
deux ordonnées correfpondantes à la même abfdiïe 
abj la' Comme b m-\-b n des ordonnées, leur produit, 
la Comme de leurs quarrés, tk. en général la Comme 
de leurs puiflances quelconques peut erre CuppoCée 
donnée , ou par des confiantes , ou par une fonc- 
tion de x = a b. A caufe qu’à l’abfciflè a b répon- 
dent deux ordonnées bm> bn , la valeur de y Cera 
double j donc elle fera déterminée par une équa- 
tion de cette forme y 1 — 1 my -f- n = o. Cette 
équation étant réfolue par la méthode du fécond 
degré , donne deux racines y = m Hh y/ (m 1 — n). 
C’eft de ces valeurs de y qu’on doit tirer l’équa- 
tion qu’exige la propriété donnée ( m & n doivent 
être données toutes les deux , ou au moins l’une des 
deux par une fonélion de la variable x , l’autre étant 
une confiante (î la propriété {demandée l’exige) 
& dont la valeur fubflituée dans l’équation CuppoCée 
donnera les Courbes qui jouilfent de la propriété 
donnée. 

74. Problème. Déterminer les Courbes dans 
lef quelles le rectangle bmX b nzzp. Donc b m .bn 

Q4 
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1 

= (m-f-y/fm 1 — ri)) X {m — \/{ni— ri)) == 4- /z = />, 
Subftituant la valeur de n dans l’équation générale, 
on aura y 2 — 2 my p = o , qui donnera la 
Courbe qui jouit de la propriété demandée quelle 
que Toit la valçur de m, Si p eft une quantité conf- 
tante = a 2 5 ç m == a -+- d x , l’on aura y 2 — 
(2 a -j- 1 d x'.y a 2 — o , équation à l’hyperbole 
rapportée à fes afymptotes * j en effet on fait que 

çette propriété convient à l’hyperbole. Si m = — , 
l’équation devient y* — +p o. Si p^zx 1 , 

j y 

on a y 1 w + x’ = o , ou a y' — 2 x*y -f- 

a x 3 = o , équation qui appartient à une ligne da 
iroifieme ordre , qui a la propriété demandée. 

75. Problème. Trouver les Courbes dans le f- 
quelles la fomme b m -4— b n de deux ordonnées 
correfpondantes fi la même abfcïfjç a b ejl z= p K 
Puifque le coefficient du fécond terme d’ une équa- 
tion pris avec un ligne contraire eft égal à la fomme 
des racines (voyez l’Algebre ) , on a 2 .m — b m + 
bnj donc l’équation générale devient y 2 —, p y 
*f- n = o , quelle que foit la valeur de n, Soit 
p — ix, &cn — $ x* , on aura y 2 — xy x -+* 
3 x* = o , équation à une Courbe , dont la fomme 
des ordonnées eft double de l’abfciflè. Soit p = la, 

n = a 1 — , l’équation deviendra y* 2 ay -j- 



* Poar comprendre comment cette équation appartient 
à l'hyperbole rapportée à fcs afymptotes , on 11'a qu’à fe 
jappeUcr ( 1 6) qu'il ftifiic pour cçk que le quarré dïS or* 
«Jpnnécs n;anquc c|ans l’équation ; or en changeant y en $ 
$4 réciproquement , cç quarré manque > donc 5 84c, 



Digitized by Googli 




Courbes Algébriques. Z49 



* 2 — — == o , ou (y — a ) 2 , a =: .v J , ou ( en fai- 

fant j — a = £ ) * 3 := a ^ 2 , équation à la fécondé 
parabole cubique. Pour le faire voir , fuppofons que 
Mfd (fig. 43) repréfente la fécondé parabole cubi- 
que , a étant l’origine & a b l’axe des x. Prenez a f 
parallèle aux ordonnées & = a , par le point / menez 
/^parallèle à c b; par le point/ pris pour fommet , 
décrivez ( en prenant f g pour l’axe des abfciflès ) 
la fécondé parabole cubique , dans laquelle les 
cubes x l des abfcillès / g font égaux aux quarrés 
des ordonnées c g multipliés par a. Ayant mené 
une double ordonnée quelconque b m , b n on a. 
toujours b m -f- bn =? a a. Au point c où bm = 0, 
O» a c d — z a, 8 c en p où l’ordonnée /Mçll né» 
gative on a /> N — p M. = z a. 

7 6 , Problème. Trouver les Courbes dans lef- 
tjuelles b m ) 1 -f (b n) 2 se p. Par la nature du Pro- 
blème on a p — [m +V (m 1 — n )) 

= 4 m 1 — zn; donc en divifanc par 1 & rranf- 

pofant , l/n 2 — - = n , Subftituant cette valeur 

de n dans l’équation générale, on aura y 1 — zmy 

z m 1 -T- = o. Suppofons p—za 1 8 cm=z~ , 

. 1MV * -* “* 

pour avoir 1 équation y 
qui eft à l’Ellipfe. 



f 



r 



Pour conftruire cette équation , prenez af = f 
(fig. 44) , f d — a j a p égale Sc parallèle à / d , tirez., 
la ligne a d y 8 c fuppofant les denii - diamètres 
conjugués a p , ad, fur ces lignes prolongées de 
part 8 c d’autre du centre a , décrivez l’Ellipfe m dp *, 



{.'équation pat rapport aux diamètre# conjugués dont 
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Ayant mené une ligne quelconque mb n , on aura 
toujours { b m) 2 4- ( b n) 1 zz z a 1 = z X (a p)' , 8c 
Ci ap = ad 8c que l’angle p ad foie droit , l’£l- 
lipfe fe changera en cercle , de forte que l’Ellipfe 
& le cercle ont cette propriété. 

77. Problème. Trouver une Courbe dans la- 
quelle (bm) 3 -+-(bn )* zz p ( fig. 41 ). On aura 
donc p = {m \Zat l —it) } -+- {m — j/m 1 — n) 1 
= 8 m} — 6 m n ; donc ( en tranfpofant Sc divifanc 

par 6 m) = n ; donc l’équation géné- 

rale deviendra y 1 — z my -4- | m 2 — ~ = o. 

Si p = 1 ax J Sc m — x 2 , on ajr 1 — 1 x 2 y -fr- y at 4 — 
ax 

-— = o , ou — 6 ar •+- 4 a: 4 — • ax z=. o , 

qui repréfente une ligne du quatrième ordre qui a 
la propriété demandée. Si p = 6 a 1 8c m=ax % 

on a y 2 — z xy f ^ = 0 , ou iy 2 x — 

6 x 2 y -4- 4at ? — a* = o , équation qui repré- 
fente une ligne du troifieme ordre , qui a auffi la 
propriété demandée. Si m — x l 8 c p = 6 a g x* s , on 
aura^ 1 — 2 x‘ y -4- y, x** — a 1 x* = o , ou z,y 2 — 
6 x g y 4- 4x J « — 3 a* x s = o , équation qui peut 



û 3, _ & 

il s’agit ici fera a* = — X ( g 1 — f ) , ou b = + - 

XV'tg*— ç 1 ), en faifant adzzzg,a P = ç , P »=P«=a. 
Or en donnant fucccfiivemenc plufieurs valeurs à ç , on 
décrira facilement la Courbe de U manière que nous l'a- 
vons enfeigné ( 1 ) ; de forte qu’en menant les ordonnées 
P m , P n cortefpjndantes à chaque abfcifle a P , ion aura 
une Eilipfe d'autant plus exaâe que les valeurs de u fêtons 
plus «actes & les b plus proches les uns des aunes. 
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repréfenter une Courbe d’un ordre quelconque, & 
qui jouit de la propriété demandée. 

Nous avons fuppofé dans les Problèmes précé- 
dents que les ordonnées étoient parallèles entre 
elles. Mais fi les fécantes de la Courbe doivent 
partir d’un point que nous appellerons le pôle de 
îa Courbe , il eft ncceftaire d’exprimer la nature 
de la Courbe d’une autre maniéré que nous n’avons 
fait jufqu’ici. Soit une ligue fixe b c ( fig. 45 ) de 
l’extrémité b de laquelle on tire des lignes bn qui 
doivent rencontrer la Courbe , il faut exprimer la 
nature de la Courbe par une équation entre les 
lignes bm (f) te une quantité dépendante de l’angle 
variable mbç = q , comme feroit fin. q , cof. q , 
tang. q t tec. 

78. Nous allons donner une méthode par la- 
quelle faifant les coordonnées perpendiculaires 
bpz=x 8 cpmz=yy de l’équation entre % & q 
on peut tirer l’équation entre y te x 8c récipro- 
quement. Le triangle reétangle b p m donne \ sz 
V ( v 1 4. y 2 ). Le même triangle ( en faifant le 
rayon = r ) donne Vf x 2 y 2 ) : y : : r : fin. q ; 

donc ^ — — ( A). Il eft vifible eil- 

core que cof. q ; r : : x : ^/(x 1 +J 1 ) J donc -°ÿ£ 



V(* 2 -hy 2 ) 

y :: r : tang. q 



(B), Le même triangle donne x : 
te — Pour les quantités 



dépendantes de \ te de q , ïubftituez leurs valeurs 
en x te y , te de l’équation entre £ te q vous paf* 
ferez à l’équation entre x 8c y. Si dans l’équation A 
vous fubftituez \ à la place de V (.v 2 , vous 
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aurez ( ea multipliant par ^ ) y = Fai- 

{ant la même fubftitution dans l'équation B , & 

multipliant enfuite par ^ , on aura x = — ‘ ï . 

Subftituant ces valeurs de x Sc dey dans Inéqua- 
tion entre x & y , vous aurez l'équation entre 

„ o_ ■* 

? ^ , 

Si la propriété demandée exige deux fecantes 
b m , b n , ntuees fur la même ligne , on prendra 
l’equation du fécond degré f— i m £ -f- n _ o (D) y 
dans laquelle m & n font cenfées être données pair 
1 angle q , commun aux deux fecantes , on déter- 
minera enfuite m , ou n par la propriété de- 
mandée. : 

7ÿ* Problème. Trouver ta Courbe dans laquelle 
■le produit de deux fecantes b m b n 3 f tuées fur 
la même ligne & tirées d’un même point b jufqu k 
la rencontre de la Courbe , ejl une quantité Conf- 
iante = a\ Puifque le produit des racines d’une 
équation du fécond degré eft égal au dernier terme , 
on aura n zz a 1 j donc l’équation générale D de- 
viendra \ — — a m | 4- a x o. Si l’on fuppof© 

, ibcof.q.t ™ 

m - on aiira -2 LJ _j_ a % — o* 

r. 1 ... ..r. . 

Si dans cette équation on fubftitue \é\x^ -f- y 1 ) à 

la place de \ — -- au lieu de — . elle 

, . , _ V (* -hy ) * 



deviendra x 1 



ibx — p- a 1 =5 o K Poujr 



conftruire cette équation prenez bc = b 8c c dzz, 
|/(*' Du point c pris pour centre avec le 

rayon c d x décrivez un cercle 8c vous aurez la 
Courbe demandée. En effet bd=xb — y/ {b 1 — a 1 ) 
& bf=zx.b-\r -- 4 *)!$ er par la propriéqè 
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dû cercle { voyez la Géométrie ) bmxbn — bfx 
bd — {b + y/ÏCT?) x (b — \/V^ 7 ) — a 1 J dono 
la Courbe cherchée eft un cercle. 

So. Problème. Trouver la Courbe dans laquelle ls 
fomme des deux fêtantes bm —J— bn ejl une quantité conf- 
iante = 2 a. Parce que ic coefficient du fécond terme d’une 
équation pris avec un ligne contraire eft égal à la fomme 
des racines . on aura 2 m = 2 a St tn = a ; donc 1 cqua- 

a.b.r . , 

tion D deviendra — 2 <* ? -+- « = o. Si n s= ; à 

. , cof. 4 x , „\ r 

eaufe de = — — - , - T . f7 8 ) » on aura ~r~ =* 

r )' cof -f 

Y 2 Ü Subftituant les valeurs de — & de r ; 

ar * cof. q 1 

l’équation deviendra x 1 -+- y 1 — 1 * V ( * x H - y 1 ) -J— 

^ = o , ou* 1 -f- y* (i ax— a b) X 

x 

Vlxt-A-y 1 ) .. î , V^+y 1 ) 

-i i-L = 0, ou =— <*. (2* — b). “ — * » 

x * 

(x* V 1 ) 

®u ( x x H— y* )’=<**. (t * — b)\ - — , ou c mul* 

tipliant par a: 1 & divifant par x* -H y* > X* -+- x^y 1 ^ 
a l .(xx — b) 1 , équation qui appartient à une ligne dit 
quatrième ordre. 

81. Problème. Trouver une Courbe dans laquelle lot 
fomme des quarrés de deux fécantes b m , b n foit = p , 
p étant une fonflion quelconque dépendante de q , ou unç 
quantité confiante. Les racines de l'équation D font ç ~ m 
_|~ y '(m 1 — n) , 1= m — y/ {m 2 — n) , la fomme de 

p 

leurs quarrés eft 4 m 1 — 1 n=p ; donc n= 1 m* — — { 

St l’équation D devient ^ -+- i m — — =<* 

Si p St m font fuppofés des quantités confiantes , l’équa- 
tion , qui après l’élimination de f fera du quatrième degré * 
appartiendra à un ou deux cercles. Pour le prouver , dif- 
pofons l'équation de cette maniéré , ç 1 — =» 

Z — m *. Prenant la racine quarréc de part & d’autre , it 
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vient { — m t=st |/^* (£■ — • m 1 ^. Si ^ == m * , alors { — • 

pi ~ o , du £ — m ,* donc m = y/ ' * 2 -+• J 2 ) & m 2=3 
** y 1 , ou y 1 — pt 1 — x 1 , équation à un cercle dont 
le rayon — m; dans ce cas les ç partent du centre, ce 
qui cft évident : car alors l’une & l’autre fécantc cft 
= pi , & la Comme de leurs quarrés cft a pi 2 = p. Si 

^ m 1 , la Courbe cft imaginaire. Mais Ci ^ m 1 , fi, 

par exemple , ^ = jœ‘ , alors { — m — > 

mil#, ou V ( *’ — f- y 1 ) = « + i m , équation qui 
appartient à deux cercles , dont l’un a 3 m pour rayon , 
tandis que le rayon de l’autre eft = — m. Décrivez donc 
deux cercles concentriques ( fig. 46 ) , dont le rayon b / de 
l’un foit= 3 m & le rayon é^dc l’aurrc=m , & menez par 
le centre b les fécantes nb N , fb g qui rencontrent les deux 
cercles. Mais quelles font les (écantcs cherchées , dont 
la Comme des quarrés =/> — 10 .pipi. Si Vous prenez 
les Cécances qui aboutirent à la circonféiencc d’un même 
cercle , vous verrez que la Comme de leurs quarrés ne peut 
donner la quantité /> : car «1 = 3 m = iN ; donc 
(J n) 1 -H ( b N ) 2 = 1 8. œ l j mais b m en b M = m j donc 
\b m ) 1 — f— ( b M ) 2 = 2 .m 1 . Il eft facile de voir que 
(bm y — j— ( b n ) 1 = pi 1 ÿ. pi 1 = 10. m * ; ainfi il 
faut prendre les Cécantes qui aboutirent aux circonférences 
des deux cercles. 

dt fin 

Si on fuppofe p — 4 4 1 & pi = *' • ^ , l’équation D 

deviendra , en Cubftituant la valeur de n & celle de m , 

fin. u , sj 1 . (fin. o) 2 . ... 

1 — — — • s tf 1 =: o. Mats 

( fin. q ) z — r 1 — ( coC. q) 1 . Subftituant cette valeur de 
(fin. q y & réduifant , la derniere équation dcvienc ç 1 — 

fin. q i a 1 . ( cof. q 1 „ r . , „ , 

1er. ; — = o. Panant enfutte a lé- 

x r r 1 

quation entre x & y , on trouve (.x 1 -\-y i ) 2 — lay. x 2 -\-y 1 ') 

. — i4 l r = o , équation - à une ligne du quatrième ordre, 
qui jouit de la propriété que la Comme des quarrés de deux 
fécantes cft égale à une quantité confiante 4 a 1 . 



Digitized by Google 






Des Courbes femblables. 



Si. Dans toute équation à une ligne Courbe , entre 
les coordonnées perpendiculaires x Sc y , il doit fe trouver 
une ou pluficurs quantités confiantes, telles que a t b , c , 
qui défignent des lignes confiantes , 8 e qui avec les varia- 
bles x Se y forment par-tout des termes de la même dimeu- 
fion : car fi dans un terme on a un produit de trois lignes 
multipliées les unes par les autres , il cfl nécelTaire que 
chacun des autres termes contienne un produit de trois 
lignes ni plus ni moins , autrement il faudrait comparer 
un produit de trois lignes avec un produit de deux lignes, 
par exemple , ou de 4 , ou de j , ou de 6 , & c. ce qui ne peut 
fe faire, parce que ce font des quantités hétérogènes. Il peut 
cependant arriver qu'on ait fait une ou plufieurs lignes 
égales à l’unité , ou qu’une ligne confiante foit exprimée 
par un nombre différent de l'unité : comme , par exemple , fi 
on exprimoit une ligne de trois pieds par le nombre j.Dc-iàil 
fuit que (i l'on avoir une équation rationnelle telle que x m ~\~ 
b x m — 1 y — c x m — 2 _y 1 — f- .... -1- ay m = o ; en fup- 
pofant que tous les coefficients b, c , tac. font des nom- 
bres , & que tous les termes conlidérés par rapport à * & y 
finit homogènes , c'cll-à dire de meme dimenlion , Icqua- 
tion ferait compofée de m fadeurs de la forme x — p y 
— o , p étant un nombre réel ou imaginaire ; or l’équa- 
tion x — py = o , ell à la ligne droite ( 7 ) , Sc cette 
ligne fera imaginaire fi p cfl imaginaire. Si l’on avoit 
x i _j_ j x l y -4- j xy l H- y 5 = O , ou (*-+->• )* 
s= o , il ell vifîbîc que l'équation renfermerait trais lignes 
droites, dont chacune ferait exprimée par l'équation * -H 
y = o , ou * = — y , de plus ces lignes tomberaient 
toutes les unes fur les autres. En général une équation 
ciuie x Sc y , dont tous les termes (ont homogènes , Sc qui 
ne contient aucune ligne confiante exprimée ou fous- enten- 
due , ne peut appartenir à une ligne courbe , mais elle 
repréfente tout au plus un aflcmblagc ou fyftêmc de lignes 
droites. 

Suppofons qu’une équation entre x Si y contienne une 
feule ligne confiante a , de forte que les lignes a , x , y 
donnent pat-tout des termes homogènes. Dans ce cas , félon 
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les differentes Valeurs de a , l'équation xepréfentera de* 
Couibes, qui ne différeront qu'en quantité , mais qui du 
relie feiont en tout femblables. Ainlî toutes les lignes 
courbes qui fc trouvent dans ce cas font cenfées lèniblaîsies. 
Tels font les cercles qui ne différent qu’en grandeur à 
câufc de leurs rayons plus grands où plus petits. 

Pour tendre ceci plus clair, foit l’équation y 1 x x—> 
lax — o (A), qui fc trouve dans le cas dont nous 
venons de parler. Appelions la confiante a le paramètre de la 
Courbe dcügnéc par cette équation , & foit fuppofée A C=j 
(fig. 47 ) , A M B la Courbe de l'équation A , en prenant A B 
pour l’axe des abfciffes & faifant A P = x , PM = y.-Sup- 
pofons maintenant que le paramétré devicnne=<J2 (fig. 48), 
a q b étant la Courbe que l'équation rcpiélente dans 
cette luppofition , les Couibes A MB, aqb feront fem- 

blables : car fuppofant agi=- & prenant a h — - — == 

- , h q — = - , fi à la place de a , * , y on 

n n n 

4 ^ y 

écrit refpcétivement tous les termes de Té- 

1 n n n 

quation fe trouveront divifés par n n , & en faifant dif- 
paroîrre le divifeur , on aura la même équation A que 
ci-deffus. 

83. Les Courbes femblables auront cette propriété qu’ert 

f (tenant les abfciffes AP, ah en raifon des paramètres , 
es ordonnées correfpondantes feront aulfi en raifon des 
paramétrés & par conféquent proportionnelles aux abfciffea 
Les lignes femblablcmcnt tirées , les tangentes , fous- 
tangentes , les normales & fous - normales , les Courbes 
ofculatrices aux points correfpondants , les arcs fem- 
blablcs ( c’cft-à-dire correfpondants aux abfciffes AP, ah t 
proportionnelles aux paramétrés ) feront des lignes dans 
le même rapport que les paramètres , & les aires cor- 
refpondantes aux abfciflcs A P , a h feront en raifon doublée 
des paramétrés. 

Il eft vifibic que tous les cercles font des Courbes fem- 
blablcs étant repréfentés par l'équation r ax — x ' 1 = y' 1 . 
Pc même toutes les paraboles vulgaires , repréfentées 

pas 
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par l’équation a x = y'~ , font des Courbes fcmblablet» 
84. Problème. Etant donnée une Courée A M B ( fig. 47) , 
en trouver une autre aqb ( Eg. 48 ) qui lui J oit fcrt.blabie, 
Suppofons ou'on demande que Içs abfcifles A P (j») fuienc 
aux abfciHcs ah (p) comme 1 : n , 6c que l’angle des 
coordonnées loir droit. Faites 1 : n : : AP : a k=.p bt vous 
aurez le point h litué fur l’axe a h b , de la meme manière 
que le point P l'eft fur l’axe A P B. Faites de nlême I : n : : 
P M (jp ) : q. Prenez h q = q , la Courbe cherchée palfera 
par. le point q. L’on tiouvera de même tant d’autres points 
que l’on voudra , qui appat tiendront tous à la Courbe 
aqb., fcmblable a la Courbe A MB. Pour avoir l’équation 
à la Courbe aqb dont les coordonnées ah, hq font repré* 
fencées pat p St q , on remarquera que 1 : n : : A P (* ) : 

p , St que 1 : n : : PM ( y ) : f ; donc x= £ &y=-£ # 

Subflituant ces valears dans l’équation entre x St y , on aura 
l’équation entre p St q. Cette équation contiendra des 
fraétions , dont le dénominateur fera quelque puiflancc 
de n. Si l’on ôte les fraétions & que les' quantités n, p, q 
foient regardées feules comme déterminant les dimcnlîons 
de chaque terme , le nombre, des dimcnlîons fera le même 
dans chaque terme. C’eft J>ar - là qu’ôn peut facilement 
icconnoître ces forces de Courbes. 

Soit y 2 = 2 a x — x’ , équation à un cercle , dont le 

diamètre = 1 a. Si on fubllituc ~ à la place de * . St - 

« * « j q 2 1 à p* p 1 

a la place de y, on a — = — — — , ou o 1 =ss 

r J n 1 ’n nn 1 

xanp- — p 2 , équation au cercle, doiic le diamètre eft 
= 1 n a ; donc tous les cercles font des Courbes fem« 
blables. ' : t 

Soit y 1 = a x. Subflituant — à la place de y , & ^ 

n * . « 



à la place de x , on a 



t 

n~ 



ttp 1 

, ou q — n a p , équa- 



tion à une parabole , dont le paramétré = n a ; dor.c 
toutes les paraboles vulgaires font des Courbes femblablcs. 
Rima rqu £. Quoique nous ayons dit que le nombre 
Tome II, R 
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des dimensions dans chaque terme d'une équation à une 
Cotjrbc , doit erre partout le même , néanmoins il peut 
fc faire qu'il paroiile différent. Par exemple, nous avons 
trouvé que l’équation à> la patabole étant a x = y* , 
l’équation à toutes les Courbes fcmblables étoit q 1 — nap ; 
or le fécond terme paraît avoir trois dimenfions , tandis 
que le premier n’en a que deux. Cela vient de ce que 
la lettre n défigne un nombre & non une ligne. S’il arrive 
que le nombre des dimenfions d'un terme loit trop petit , 
il faudra fuppofer ce terme multiplié autant de fois qu’il 
fera néceffairc par une ligne qu’on fera = i. Si le nom- 
bre des dimenfions cil trop grand, on fuppofera ce terme 
divifé autant de fois qu'il eft néceffairc par la ligne = i , 
ou bien on fuppofera qu’une ou pluficurs lettres repréfentent 
des nombres. . . 

Des interfeclions des Lignes algébriques. 

8 5. Si une ligne droite an { fig. 49 ) coupe une 
Courbe dmn aux points m & n , il eft vilible qu’en 
prenant a q pour l’axe , &c a pour l’origine des 
abfcilles , les ordonnées p t m , qn qui répondent 
aux points d’interfeétion font communes à la ligne 
a m & à la Courbe dn. Soit la Courbe dmn une 
parabole, dont le paramétré — p , faifons ap—x , 
ad = a , & par conféquent d p = x — a ; or 
l’équation à la parabole donne p x d p.= y 1 j 
donc p.( x — a) = y 1 . Soit le cofinus de l’angle 
m ap à fon lïnus , comme 1 : n , on aura 1 : n 

n x 

a p : p m :: a q : q n , ou 1 : n : : X : y t= — 

e= nx j donc y 1 = n 1 x 1 . Subftituant cette valeur 
dans l’équation à la parabole on a p. ( x — a) = 

n x 7, j ou n x — p x = — a.p , ou x — — -4- 

f P % — ^n 4 .p.a . . P 

- — r = — r— r-;&en prenant les racines,* ; 

4 8 4 4 n* 1 c 1 n 
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II eft évident que les deux valeurs de .v indiquent 
les abfciiïes a q , ap , correfpondantes aux ordon- 
nées communes à la ligne droite an & à la para- 
bole j d’où l’on pourrait conclure , fi on ne le 
favoit d’ailleurs , qu’une ligne droite ne peut cou- 
. per une parabole qu’en deux points. Si /> 2 -<4 a . p n* f 
ou û p < 4<?.^2 4 , les deux valeurs de x étant ima- 
ginaires , font voir que la ligne an ne peut cou- 

F er la parabole. Si p = 4 an 4 , les racines de 
équation feront égales , Sc les points m Sc n fa 
confondant, la ligne an fera une tangente de la 
parabole. 

Si deux Courbes am , km (fig. jo) , ayant 
la même origine a & le même axe ap des * , fe 
coupent en m , il eft vifible qu’à la même abfcjfte 
a p il répondra une ordonnée commune p m. Soit 
am n une parabole dont le paramétré = p , Sc 
. don t l’axe a d. foie perpendiculaire fur a p. Par 
la nature de la parabole , en fuppofant ag — pm 
= y , a p — x e= g m , on a x* = p y. Soit la 
Courbe bmn une hyperbole équilatere , dont le 
demi-axe ^5 = aB = a. Par la nature de cette 
Courbe — ; or l’équation à la parabole 

X X X ^ 

donne py — x* , ou y = — Sc y 1 i= — . Subfti- 
tuant cette valeur dans l’équation à l’hyperbole, 

' X * . 1 • 

on a x 2 — a 1 t== — , ou .v 4 = p 1 x 1 — - p 2 a 1 , 

x 4 — p 1 x 1 •= — p 1 a \ Complettant le premier 
membre , & prenant enfuite les racines , il vient 

X 2 *— y ~ 4 fl* p' ) , OU A'* ==» 

/ ■ ■- Ri 



Digitized by Google 




F* ± V (. P* — 4 1 



& enfin x 



y ( f 1 * v < f \— y ' /’:> ). sif 4 > 4 a , f ,, ou 

fi p 2 > 4 a 1 , les quatre racines font réelles & font 
voir que la parabole coupe la branche bmn en 
deux points m &. n , & la branche B N M en deux 
points M 5c N. Si p 1 < 4 a 1 , ou fi p < 2 a , les 
quatre racines font imaginaires , 8c dans ce cas la 
parabole ne rencontre jamais l’hyperbole. Si p =z 

z a , il vient x = -h ^ ~ ~) > donc ^ T 

aura deux racines poficives égales , & les points m 8c n 
fe confondant , les deux Courbes fe toucheront en w. 
De plus , à caufe de deux racines négatives égales', 
les points N & M fe confondront , de forte que la pa- 
rabole touchera encore la branche B M en N ou en M ; 
car dans ce cas les deux points M & N le confondent, 

86 . On peut conclure de ce que nous venons de 
dire , qu’une Courbe , dont l’équation contient y 
feulement linéaire ( c’eft-à-dire , la première puif- 
fance de y ) , étant combinée avec une autre Courbe 
quelconque dans l’équation de laquelle y a plufieurs 
dimenfions , donnera autant d’interfe&icu^ (on fup- 
pofe que ces Courbes ont le même axe cC la même 
origine des abfcifles 8c les ordonnées parallèles ) 
que l’équation qui réfulte après l’élimination dey, 
contient des racines réelles. 

Soit l’équation p -}- qy = o , 8c l’équation P -f- 
Qv Ry 2 . . . . - 4 - t y m = o (A). Les quantités p y 
Çj P, Q, R , 8cc. font* des fondions de x , ou 
des confiantes. 11 eft vifibie que toute valeur réelle 
de x donne une valeur réelle dey dans l’équation 

j>-\- q y zz o , ou y == •— - j donc fi l’on fubftitue 
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cette valeur de y dans l’équation A , il en réfultera 
une équation en x , dont les racines réelles indique- 
ront un égal-nombre d’interfeclions réelles. En effet 
puifqu’aux points d’interfeéHon les ordonnées des 
deux Courbes font égales, l’ordonnée de la première 
Courbe fera égale à l’ordonnée de la fécondé courbe ; 
mais l’ordonnée de la première Courbe eft toujours 
réelle pour chaque valeur réelle de x ; donc aux points 
d’interfeéfcion indiqués par les racines réelles de l’é- 
quation en x , l’ordonnée de la fécondé Courbe ne 
peut être imaginaire : c’eft-à-dire , que les points d’in- 
terfe&ion feront réels 6c non imaginaires ; autre- 
ment un y réel de la première équation feroit égal à 
un^ imaginaire de la fécondé , ce qui eft abfurde. 

b 7. Mais on ne peut pas dire la même chofe 
d’une équation p qy -f- ry z = o ( B ) qui con- 
tient le quarré de y : car cette équation peut être 
telle qu’en fubftituant une certaine valeur de x dans 
les quantités p , ‘q , r ( fi une de ces quantités ne 
contenoit point x , on ne pourrait faire aucune' 
fubftitution pour celle-là ) , l’équation qui en réful- 
tera donnera deux y imaginaires } donc en fubfti- 
tuant dans l’équation A les valeurs de y tirées de 
l’équation B , il pourra arriver que les deux y égaux, 
qui dans les deux Courbes répondent à la même 
abfcilïè réelle , foient imaginaires ; parce que deux 
quantités imaginaires peuvent être égales entr’elles , 
auiïi-bien que deux quantités réelles ; donc dans ce 
cas à une valeur réelle de x il répondra une inter- 
feétion imaginaire. Mais fi en éliminant les puif- 
fances de y au-deilus de la première , on peut par- 
venir à deux équations qui n’ayant aucun faéteur 
confmun , contiennent chacune y feulement linéaire, 
il ne pourra jamais arriver que les y égaux loient 
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imaginaires. Si l’on ne peut parvenir à une telle 
équation , on ne fera pas sûr d’avoir autant d’in- 
terSedions réelles que l’équation en x aura des raci- 
nes réelles. ' 



Soit la ligne du troifieme ordre représentée par 
l’équation ^ 5 — $ a y* -|- i a 1 y — 6 a x 1 = o ( F). 
A chaque abSciflè réelle de cette Courbe il répond 
au moins une ordonnée réelle , & même trois 




Si on combine cette Courbe avec la 



parabole de l’équation y* = x a x , en fubftituant 
la valeur de y 2 , on aura rary - 6 a * x - 4 - za 2 y-* 

J.-A P- o 6«* *■+•«**»■ 



6ax* 3= o (H) ; d’où l’on tirej = 



Z a x — f— i a x 



3= } x. Mais parce que l’équation H eft divifible par 
y — j x = o , fi on fait la divifton , on aura ia J -h 
i a x = o , qui ne contiendra plus de y ; or cette 
derniere équation donne x = — a. Il paroît donc 
qu’on devroit avoir un point d’interfedion réelle 
correspondant à l’abSciflè réelle x = — a. Mais la - 
parabole de l’équation y 1 = z ax n’ayant aucune 
ordonnée réelle correspondante aux abScitlfes néga- 
tives , il eft viftble qu’il ne peut y avoir aucune 
interSedion réelle correspondante à l’abfciilè >:= — a % 
Si on Subftitue — a à. la place de x dans l 'équation F* 
elle devient y } — 5 a y z a 1 y — 6 a} =0 , on 
(y — 5 û) x ( y 1 -j- x a 1 ) — o. Le fadeur y y a 
*== o donne unç ordonnée réelle y =s= j a , le 
fadeur y 2 4- 1 a 1 = 0 donne deux racines ima- 
ginaires y = \/~{ r~. x.a 1 ). Dans la parabole en. 

fuppofant x =. —-a , «nay 2 = - 1 a 1 & y = 4 ; 
yf ( — * x à 1 ) \ donc dans les deux Courbes les deux? 
racines correspondantes à l’abScifle x a t font 
égales & imaginaires. Le fadeur y — } x =çp, 
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donne y = 3 x. Subftituant cetre valeur de y dans 
l’équation à la parabole y 2 =■ x a x , ony 2 — xax 
s=o » il vient 9 x 1 — - ictx = g , d’où l’on tire 



* = o $c x = — : il va donc deux interférions 
9 

réelles , l’une correfpondante à l’abfciile x s= o , & 
l’autre à l’abfcifffe x = — . 



9 % 

Nous avons trouvé des interférions imaginaires 
quoiqu’en éliminant nous fuffions parvenus à l’équa- 
tion 2 a xy — 6 a 2 x -+- i a 2 y — 6 a x 1 = o , dans 
laquelle on trouve y feulement linéaire. Cela vient 
de ce que cette équation ayant poiu^Uvifeur y ~ 
3 x = o , après la divifion on trouve l’équation 
x a 1 H- 2 ax = o , qui ne renferme plus y ; de 
forte que c’eft la même chofe que fi y ne pouvoit 
être exprimé par une fonction rationnelle de x ; 
ainfi toutes les fois qu’on parvient à une équation 
qui renfermant y feulement linéaire ell réfolublë 
en plufieurs facteurs , il faut examiner féparément 
chaque fadteur , parce que l’un des faéteurs peut 
donner des interférions réelles , tandis qu’un autre 
en donne d’imaginairesk 

Si l’on fuppofe qu’en éliminant on foit parvenu à 
ces deux équations (y > — ax). ( x ? -y- d) = o, 
(y -H b x) . ( x r -p- d ) . (x — a ) as o , qui oht un 
faéteur commun X? -4- d = o , ce faéteur pourra 
donner des interfeétions imaginaires ; ainfi qu’il 
fuit de ce que nous vénons de dire. Mais fi au 
contraire on parvient aux équations (y — æjt)x 
(g x p -J- ar 1 '} =r o , ( y + b x ) . xr-^cx — a— o , qu’on 
fuppofe n’avoir aucun divifeur commun , ii n’eft pas 
poilible que deux y égaux foient imaginaires : car ils 
ne pourraient être des quantités imaginaires égales , 
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cju à caufe d’un divifeur égal qui fe trouveroif dans 
ces équations } or ces équations n’ont aucun divifeur 
commun par fuppofition j donc &c. s’il arrive au 
contraire ou qu’pn ne puiile parvenir à deux équa- 
tions qui contiennent y feulement linéaire , ou que • 
ces équations quoique contenant^ feulement linéaire 
aient un divifeur commun (qui ne foit pas une quan- 
tité confiante) , on ne fera pas affiiré d’avoir autant 
d’interfe&ions réelles que l’équation en x aura des 
racines réelles. • ' 

SX. Quoique dans l’Algebre nous ayons expliqué 
la méthode d’éliminer les inconnues d'une équa- 
tion , cepeni^it pour que le Lecteur ne foit pas 
embarraffé, nous allons faire voir , par un exemple, 
comment on peut s’y prendre pour parvenir à deux 
équations qui foient du premier degré par rapport • 
à l’inconnue y. 

I. p + qy + r y* = ° 

H. û -+■ b y } -t- cy* se o 
III. ra— p cy'-^rb — ^c).y ? = o 
IV r * a ~ P-( rb ~ <jc).y+lqqc~qrb— prc}.y*s=a 
r* a— p(r b —qc).y-p my 2 = b 
v pm — r 3 a -+• [qm p r. {r b — q c].y = o 
s -t- n y zz. o 

VI. P n 4- ( qn — rr).y =r o. 

Je* prends deux équations dans l’une defquelles 
y eft elevé à la fécondé puiffance , l’autre conte- 
nant la quatrième puilïànce de la même inconnue 
y. Multipliant la première par cy 1 , je la retranche 
de la fécondé multipliée par r ( on en ufe ainfi afin 
que y 4 fe trouve dans Jes deux équations avec des 
coefficients égaux ) , il en réfulte la troifieme équa- 
tion. De la troifieme équation multipliée par r , je 
retranche la première multipliée par (r.b — q ç).y 
pour avoir la quatrième , qui deviendra plus fimple 
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en fuppofanr que le multiplicateur de y 1 eft = m. 
De la première multipliée par m , je retranche la 
quatrième multipliée par r pour avoir la cinquième, 
qui 'deviendra plus fimple en faifant p m — r l a — s , 
ôc <j m -4- p r. ( r b — q c ) = n. De la première 
multipliée par n , je retranche la cinquième mul- 
tipliée par ry pour avoir enfin la fixieme. Si dans la 
cinquième équation « eft = o , on aura aulli s — o. 
L’équation s = o détermine toutes les valeurs 
réelles de x. Si on fubftiîue ces valeurs dans la 
première ou dans la quatrième équation , y fera 
donné par une équation diî fécond degré , & par 
conféquent il pourra être imaginaire. Dans ce cas 
l’équation en x peut avoir plus de racines réelles 
qu’il n’y a d’interfecbions réelles. Si l’on n’a pas 
n t= o , examinez fi les cinquième & fixieme équa- 
tions ont un divifeur commun \ fi elles en ont un , 
à caufe que la valeur de .v qui réfulte de ce faéteur 
égalé à o , doit être mife dans une équation du 
fécond degré par rapport à y , il en pourra réfulter 
des valeurs imaginaires de y. Si ces équations n’onc 
aucun faâreur commun , il y aura autant d’inter- 
feétions réelles que l’équation en .v contiendra de 
racines réelles. 

Ce qu’on vient de dire par rapport à urie équa- 
tion qui renferme y 1 , doit s’entendre des équations 
qui renferment j 3 =y‘xy, y 4 , y \ &c. & quand 
on fait ufage des Courbes de ces équations pour 
avoir le nombre d’interfeéfcions réelles , il faut voir 
fi en éliminant on ne peut pas parvenir à deux 
équations qui n’aient aucun divifeur commun , & 
qui contiennent y feulement linéaire. Si cela n’ar- 
rive pas , on ne peut pas aCfurer que le nombre 
des interférions réelles fqjt égal au nombre des 
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racines réelles , que contient l’équation en x. 

Cependant ii l’on eft sûr qu’une des équations 
qui contient y , y 1 , y 3 , Sic. a toutes les ordon- 
nées correfpondantes à une abfciire quelconque 
réelles , ce qui peut arriver quelquefois , il eft inutile 
de recourir à la marque dont nous venons de par- 
ler : car tous les y de cette Courbe étant réels , il 
n’eft pas poflible qu’en les égalant à ceux d’une 
autre Courbe ils deviennent imaginaires } donc 
dans ce cas le nombre des points rceîs d’interfec- 
tion fera déterminé par les racines réelles de l’é- 
quation en x , réfultame de l’élimination de y. 

De~ la confiruclion Géométrique des Problèmes & 
des Equations. 

89. Pour appliquer l’Algebre à la folution des 
Problèmes Géométriques , il faut d’abord expri- 
mer par des lettres les lignes inconnues Si les 
connues. On exprimera les lignes connues par les 
premières lettres de l’alphabet , Si les inconnues 
par les dernières. On peut parvenir enfuite ■ aux 
équations que l’on tire de la nature du Problème. 
Pour cela on a befoin quelquefois de beaucoup d’arc 
’Sc de certaines préparations , comme , par exemple, 
de mener des parallèles , de tirer des perpendicu- 
laires , de faire certains angles , de décrire des cercles. 
Au refte la propriété des triangles femblables , donc 
les côtés homologues font proportionnels , la pro- 
priété du triangle rectangle dans lequel le quarré 
de l’hypothénufe eft égal à la fournie des quarrés 
des autres côtés , les angles confiants font d’un 
très -grand fecours dans les queftions géométriques. 
Les équations étant trouvées Si réfolues , la valçut 
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des incor^ues fera exprimée par des connues. Maïs 
cela ne fuffic pas pour la folucion , lorfqu’il s’agit 
d’un Problème géométrique il faut encore que 
cette valeur foit exprimée en lignes , ou en d’autres 
quantités géométriques. _ • 

Pour ce qui regarde les équations du premier 
degré, on fait que la valeur de l’inconnue le trouve 
par l’addition , multiplication , fouftra&ion , divi- 
fion des termes. De même la valeur géométrique 
de l’inconnue fe trouve pic addition , iouftraétion , 
multiplication , divifion des lignes , ou tout au plus 
par le moyen d’une troifieme ou quatrième pro- 
portionnelle. Suppofons , par exemple , qu on pro- 
pofe ce problème ; quelle eft la ligne * qui eft égale 
à la fournie des lignes a , & c moins la ligne b ? Il 
eft évident que l’on aura x ~ a c — b j donc li 
de la ligne u + c on retranche b , le refte donnera 

la valeur de x. Si x — , faites c ; a b : x 

a— — s c ’eft-à*dire , que la ligne * eft quatrième- 

proportionnelle aux lignes c , a , b ; or nous avons 
vu en Géométrie comment on pouvoir trouver une 
quatrième proportionnelle à trais lignes } donc il 

eft aifé d’avoir la valeur de x.- Si l’on avoir b x 

• a 1 

sz a 1 y l’on trouveroit , en divifant par b , x = — ; 

donc *b : a : : x = - ; c’el^à-dire , que la ligne 

cherchée eft troifieme proportionnelle aux lignes 
a; or il eft facile f voyez la Géométrie ) d’avoir 
une troifieme proportionnelle à deux lignes. St 

y* ^ 

x 5= — - — 7 , on aura d\a — b\ \ a -\-b ix 

a — a < ■, 
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a 1 — P c • a b bd ^ b 

— a~d‘ SoXXX -~~^~ ~'y £ on fait ^- = / > 
i d c 

~iT ~~ S » on aura * = /-f- g j or / eft quatrième 

proportionnelle aux lignes c, a, 6 8c g quatrième 
proportionnelle aux lignes n , b, d ; donc il eft 
facile d avoir / & g , & par conféquent a :. 

ç • a b '"4“ C d 9 

àoit a: = } on demande la valeur 



<îe r. Pour refoudre ce Problème , tout confifte, » 
comme on peut le conclure des exemples ci-delHis* 
a reloudre le numérateur en deux fadeurs linéaires, 
ahn de n avoir qu a chercher une quatrième pro- 
portionnelle. Pour cela il fuffit de changer le pre- 
mier terme a b du numérateur en un autre , dans 
lequel il fe trouve une des lettres du fécond terme. 
cd , par exemple', c ; or pour cela il n’y a qu’i 
faire c : a\\b : f , c’eft-a-dire , prendre f qua- 
trième proportionnelle aux lignes c, a, b, ce quî 

donne cf=ab 8c x = e -L±lî ■ donc/n + „ , 
/+</:: c :x= f S±SÎ 

fj c m ~t~ n m — f- n 

SoiC v C Ç tte ftadion eft égale au 

produit des quantités ~ ~ t en divifant ce 

produit par m ; jfonc fi l’on fH il p 

a ' r r 

c n p a 

b ~ *1 ’ on aura x — ~ i donc m : q\\ p :x 



P<i c - a--\-b^ r . a. ' 

— Si x _ , faites b :a y.a t-ssn; 

donc *> = *„&,= b JL±H , oac;tt + t: . 
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b : x zz 



bn 



bb 



. abc dgf . 

Soit x zz — — ; . raites g J 



h k 



m n 



• S f \ 

= a p , en faifant a : g : : f : — = p , d’où l’on 

tire gf — a p. Faites de meme hkzz a q , mn zz 

die — dap bc dp 

ar, vous aurez x = — — . = - -, . 

aq-+-ar q r 

Faites encore dpzzb s. 5c vous aurez x zz — - : 

q-j-r 

s: x. 
bed 

, on ne pourroit trouver 



donc q r : b ” c 
Si l’on avoit .v = 



la valeur de x qu’en fuppofant qu’une des lettres 
du numérateur repréfente un nombre & non une 
ligne. Car Ci toutes les lettres du numérateur font 
des lignes, le numérateur repréfentera un folide 

? iui , divifé par une ligne , doit donner une fur- 
ace & non uhe ligne *. # 

(jo. Venons aux équations du fécond degré. Soit 
se zz j/Y a b) , en élevant tout au quarré l’on a .v 2 = 
a b ; donc a : x ; : x : b , c’eft-a-dire , que pour 
avoir x il faut prendre une moyenne proportion- 
nelle entre les lignes a &c b ; or nous avons appris . 
en Géométrie à trouver une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes données. Soit v =|/(a 2 -f-A 1 ), 
prenez deux lignes a b = a , b c «== b ( fig. 5 1 ) per- 
pendiculaires l’une à l’autre & tirez c a , le trian- 
gle reétangle abc donne ( ac ) 1 = x 2 = a 1 + ; 

donc x zz y (a 2 b 1 ) ; c’eft-à-dire , que x eft 

* En effet un folide réfulte de la multiplication de trois 
lignes les unes par les autres ; donc fi on divife un tel pro- 
duit par une ligne , le quotient fera le produit de deux 
lignes Sc par confcquent une furfacc. 
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l’hypothénufe d’un triangle reétangle, dont les côtés 
font a & b. 

Soit x — V (c 1 — a 1 ). Sur le diamètre a b = c, 
décrivez un demi -cercle acb (fig. $ 2 ) , & du point b 
comme centre 8c de l’intervalle c b = a , décrivez 
un petit arc qui coupe le demi-cercle en c , tirez a c 
8c vous aurez x = a c = y/( c* — -a 1 ). En effet * 
le triangle a c b eft reétangle en c ; donc c 2 = 
(c.*)* -+- (c a) z 8c ( c a) z = c 2 *— a 1 } donc ca 3 
V ( c 1 — a 2 ) = x. 

C’eft à ces trois formules générales qu’il faut 
rapporter toutes les racines quarrées par les mé- 
thodes ci-deffus. 



Soit x = 



Faites -- = f , 
b 



ou i : a " a ! / = j j & vous aurez * =3 

\! ( af - 4 - c d). Faites c d = f g pour avoir x == 
V / («/+/^)c=V / (/-( d + g))\ donc at eft moyenne 
proportionnelle entre f 8c a -4- g , ce qui fe. rap- 
porte à la première formule. Soit x = j/(a 2 - f- b c). 
Faites b : n tl’n : c , ou b c = n* , & vous aurez 
x =. \Z(a 2 n 2 ) ;,donç a: eft l’hypothénufe d’un 

triangle redhngle , dont les côtés font a 8c «. 

Soit .v = -f- b 1 — c 1 — ^). Faifant a 2 -f- b 2 

= / 2 , & c 2 -f n 1 = g"- pour «avoir a: = V (f 1 — g‘) , 
qui fe rapporte à la troilieme formule générale. Soit 
x __ y j " a 2 y (£4 -q_ c 4 ) ]. Faifons £ 2 = c/, pouf 
avoir v / (é 4 + c 4 ) = |/( c 2 / 2 -f-c 4 J = cv / (/ 2 -j- c 2 ). 
Faifanr encore V ( f 1 c 1 ) =z g, nous trouverons 
V (é 4 -f- c 4 ) = cg8c x= \'{a z -\-c g) — + 

en faifant c g zx « 2 • or nous favons conftruire 

V(æ 2 + /2 2 ). 

9 1 . Paffons maintenant aux équations qui ren- 
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ferment deux inconnues * & y. On appelle lieu 
géométrique d'une équation indéterminée } qui con- 
tient deux inconnues x & y 3 une ligne droite ou 
courbe 3 dont le rapport des coordonnées efl expri- 
mé par cette équation. Si l’on prend la ligne mn 
( fig. 5 j ) pour l’axe des x , & qu’on appelle les 
lignes pf, sd , s h, &c. (y) . lesjf poficifs éranc fitués 
à la gauche, & les négatifs à la droite de la ligne mn , 
la ligne d q fera le lieu des ordonnées poficives cor- 
refpondantes à la partie c n de l’axe des abfcilïès , & 
des ordonnées négatives correfpondantes à la partie 
cm. De même la ligne indéfinie h k fera le lieu des 
ordonnées négatives correfpondantes à en & des or- 
données pofirives correfpondantes à c m ; de forte 
qut les lignes dq , hk feront le lieu des pofitifs 8 c 
négatifs de l’équation générale du premier degré 



y — que nous avons appris i conftruire 

(<j). Si x — o , le lieu cherché fera une ligne 
parallèle à l’axe des abfcifies , & fi y — o , le lieu 
des x fera une ligne parallèle à l’axe des ordon- 
nées. Comme nous avons fuffifamment expliqué 
tout cela (6) , il ferait inutile de nous y arrêter ici. 

91. Lorfqu’on a deux équations géométri- 
ques du premier degré à deux inconnues , on peut 
^déterminer en lignes finies la valeur de ces incon- 
nues , lorfque cette valeur eft finie. Pour le- faire 

voir, foient les deux équations y = — — — , 

C X C il . v 

y .Cherchons d’abord le lieu de chaque 

équation. Suppofantquele point# eft l’origine des x, 
prenons a c <= b , c p '== n , tirons pf === a , fai- 
fiant un angle quelconque p avec mn , menons la 
ligne dfqèc cirons n q parallèle à pf ; les triangles 
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femblables c pf , cnq donneront cp : pf î; en 
= an — c a : qn (y) t ou n : a : : x — b : y =s 

— ; donc la ligne c q fera le lieu de la 

n s o 1 . 

première équation , & les abfciflês feront a n > 
6c les ordonnées n q. Cherchons maintenant le lieu 
de la fécondé équation , en prenant toujours le 
point a pour l’origine des x. Soit a g—d , gt — m. 
Menons tr parallèle à nq Si = c 3 Si tirorç^ l’in- 
définie g r. Les triangles feniblables grt, go b 
donnent gt : t r II g b î b o ; or g t — m , tr = c > 
g b — ab — ag—x — dySi bo eft l’ordonnée y 
de la fécondé équation j donc m : c : : x — d : 

— — ~— = y ; donc la ligne gr eft le lieu d^la 

fécondé équation. Maintenant 11 la ligne gr coupe 
la ligne cq , en quelque point q , l’ordonnée q n 
fera commune aux lieux des deux équations don- 
nées ; donc n q fera déterminée par la rencontre 
des deux lignes c q , gr. 11 en fera de même de x 
qui fera = an ; ainlî par le moyen des deux équa- 
iions du premier degré , on pourra déterminer la 
valeur géométrique des inconnues Si x. 

Pour faire mieux comprendre cette conftruétion , 
il eft bon de faire quelques remarques. Si la raifon 
de n : a eft égale à celle de m : c 3 on aura dans» 
les triangles c pf , gtr> on aura , dis- je , cp 'pf'.\ 
gt : r r ; or les angles en p Si t font égaux à caufe 
des parallèles tf ; tr ; ainfi ces triangles ont deux 
côtés proportionnels adjacents à un angle égal de 
part Si d’autre , ce qui (voyez la Géométrie) les rend 
feniblables ; par conféquent les angles en c 6c g fe- 
ront égaux. Si les lignes c b, g r parallèles ; donc ces 
lignes ne fe rencontrant jamais , on ne pourra pas 

déterminer 
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déterminer les lignes x & y , qui , parce que le 
point q peut être regardé comme infiniment éloigné % 
à caufe que deux parallèles peuviw: être cenlées fe 
rencontrer à l’infini , pourront êcr^egardées comme 
infinies *. Si les raifons n : a , m : c rie font pas* 
égales , les lieux le rencontreront à la vérité en 
quelque point q , mais il faut examiner fi l’angle 
t g r eft plus petit ou plus grand que l’angle p cf. 
Dans le fécond cas le point de concours q fera du 
côté de B , ainii que le reprcfenre la figure. Mais 
dans le premier cas le point q fera du côté de d, 
Sr*nous fuppofons b =. d , oh aura x = b & y = o. 
En effet dans ce cas les points n&c q. tomberont fur 
le point c ; or au point c , x=zaneû. = ac — b’^Ôc 
n q = y = o. C'eft auflî ce que l’analyfe dértion- 
tre : car puifque les valeurs de_y doivent être égales 

. a x — ab ex — cb a 

au points , on aura = — , ou - X 

1 v n m n 

(* — b) — (a: — b) , ou. 

— o \ donc au moins l’un ou l’autre des facteurs du 
premier membre doit être = o j mais ce n’eft pas le 
premier , parce que les quantités qui le compofent 
peuvent être prifes arbitrairement \ donc ~ b = o, 




* Si l'on conçoit que l’angle rgt diminue dé plus en plus , 
le point q s’éloignera toujours , & lorfque l’angle rgt ap- 
prochera beaucoup d’être égal à l'angle p cf , les lignes 
e q , gr étant prcfque parallèles. Ce joindront à une dif* 
tance extrêmement grande, laquelle fera plus grande qu’au- 
cune diftance donnée , loffque les deux angles , dont nous 
venons de parler , différeront d’une quantité plus petite 
qu’aucune quantité donnj^ ; ainfi lorfque ces angles feront 
égaux , la diftance fera cenfée infinie. 

Tome II. S 
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ou x = é. Maintenant fi dans les équations y s= 
, y j nous fubftituons b au 



lieu de x , nous fouvenant qu’ici d — b , on trou- 
vera par tout y = o. Il n’eft pas difficile de voir ce 
qui arriveroit ii c étoit = o , ou négatif. Enfin puif- 
que deux lignes droites ne peuvent fe couper qu’en 
un point q , il eft vifible que les lieux d q , g r ne 
peuvent donner qu’une feule valeur de a: & de y. 

De la réfolution des Equations déterminées du 
fécond degré. 

9 3 . Avant d’entrer en matière , il fera bon de 
remarquer que l’équation d’un cercle , dont le rayon 
= r, eft j 2 =r 2 — x 2 , oujy* -f- x 2 = r 2 . Cela 
pofé , prenons l'équation générale du fécond de- 
gré .v 1 -} - c x — a b , on peut toujours lui donner 
cette forme en délivrant le premier terme de fon 
coefficient & faifant paffer toutes les quantités qui 
iie contiennent pas .v dans le fécond membre. Si 
vous multipliez cette équation par m 2 -q- n 2 , vous 
aurez m 2 x 2 q- n 2 x 2 q- ( m 2 q- n 1 ). c x = (zn’q- n *) x 

cé(Q). Faifons enfuite n x 4 - ^ ‘ 



my ( P ) , ou y =■ — x + — : cette 

J ' ' m a mn ’ 

équation eft évidemment un lieu du premier degré. 
Quarrant les deux membres de 1 équation P & 
tranfpofant , on a n 2 x 2 -+- ( m 2 -4- n 2 )- ex *= 



2 .n 

n *)• à 



! 1 ( m 1 

m y 









-• c 



Subftituant le fécond 



membre de cette équation fans l’équation Q , à 
la place du premier qui s’y trouve , nous aurons 
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« « 1 in f n ) 4 . , 

m x‘ m y • c=(m -f/2 ). a b + 

^ 4. n 2 * 

_• ■ . * 

ou tranfpofant Sc divifant par m x , x % -+- y 1 = 

(» 1 + * l ) V < 1 ( w 1 -^/»’-) L/C \ 1 

— — ; — -4 : — 1 • a b ( S ) : donc. 

4 ti L m l ' 

en multipliant & divifant le, dernie^ terme pat 

+ ”■ x i a. „» = 

4 s 1 5 y 4n 1 m z \ 

équation au cercle qui , comparée avec l’équation 

,>*+ x 1 =r î i donne r= ^-tdLÏ. J/^Yc’-q- . 

J i/ii» \ m'+n'J* 

donc en décrivant un cercle bgdq (fîg. 54) avec 

le rayon r que nous venons de trouver , on aura le 

lieu de la derniere équation , dont les abfcilfes , 

en les comptant du centre c -, font c f = x , &c lest 

ordonnées f g = y. . ’ . 

, Difpofons à préfent le lieu de l’équation y =: 

x H- ( T ) , en forte que les x des 

deux lieux ayant la même origine , foient fitués 

fur la même ligne. Soit- c a = ” — — 8 C 

x n n 

tirons ch perpendiculaire fur bd 8 c telle que l’on ait 
m : h î.c a : c h ; menant la ligne g h a q par les 



Ï ioints a Sc h , on aura le lieu demandé qui coupera 
e cercle en q Se g. Si des points g & q on tire les 
ordonnées gf & q p , les abfcidès c/, cp feront 
les racines de l’équation propofée. En effet , â caufe 
qu’aux points q & g les y du cercle font égaux 
aux y de la ligne gq , les x (c / , cp) doivent 
être les mêmes pour les deux lieux. De plus fi l’on 
prendra valeur de jy dans l’équation T , & qu’on 

S 1 
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fubftitue la valeur de Ton quarré à la place de y 1 dans 
l’équation S, on trouvera l’équation Q, qui , en di- 
Yifant par m 1 n 1 , fe réduit à l’équation propofée. 

Si le point a tombe en dedans du cercle , l’é- 
quation aura toujours deux racines réelles , parce 
que dans ce cas la ligne g q coupe le cercle en 
deux points , defquels fi on abaille des perpen- 
diculaires fur le diamètre, elles détermineront c/, 
c p , ou les .v de l’équation. Si le point a tombe 
hors du cercle , il peut arriver trois cas , ou la 
droite a h coupera le cercle ,,ou elle le touchera , 
ôu bien elle ne le rencontrera point. Dans le pre- 
mier cas il y aura deux racines réelles ; dans le 
fécond ces deux racines feront égales , parce qu’alors 
les deux points de fe&ion fe confondant , les deux x 
tombent l’une fur l’autre. Dans le troilieme cas , qui 
fuppofe cA> r — cb, les racines feront imaginaires. 

Solution de quelques Problèmes géométriques » 

94. Problème. Etant donnée une droite al divifée 
en c , comme on le voudra , on demande de faire le pro- 
longement bp (fig. j y ) , tel que le quarré de cp foit égal 
au reflangle a p x b p. Soit a b — a , c b — b , bp = x, 
Pat la nature du Problème ap X bp= {c pf , ou 
■ — ( b — J- x )* , ou x 1 — a x — x z — f— 1 a b x — f- b 1 . 

Retranchant x 1 de part & d’autre & tranfpofant , il vient 

• * ^ ’ • ' 

ax — xb x — b 1 , d'où l’on tire x = — z ; donc 

A •— 1 0 

y* x < « 

a — xb : i :: b : x = —y C’cft-à-dire , que bp 

cil troilieme proportionnelle aux lignes a — 2 b le b. Pour 
conllruirc x , prenez c d — b , pour avoir a d a — ib , 
des points c Sc b menons les lignes parallèles cl, b h , dont 
la première (o'\f=zad, la fécondé = cb, tirons Ib , & 
pat le point h menons lui la parallèle h p , cette ligne 
déterminera la valeur cherchée de x. En effet , les triangles 



i ■ 
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l cb , p hb font évidemment 



h b ; b p , ou a 



— i b : b 



fcmblables ; donc 

b L 

a — ib 



cl 



b : — — 7 = 



cb 
' Si 



b 



<;■ 



point 



d tombera entre a Se c . Se. la. conf- 



truélion précédente aura lieu. Si 



b = - 



le point d tom- 



bera fut le point a , ce qui donne à d — o. Donc aufli 
cl fera = o ; le point / tombera fur le point c , lb fc 
, b x 

confondra avec cb Se l'on aura * = — ==«. Enfin fi 

o 

d ' J % ’ 

— , le point d tombera en-deçà de a , ad fera né- 

gatif , & l’on mènera cl du côté oppofé , hb étant toujours 
fituée de la même façon ; donc h p parallèle a lb , coupera 
a b prolongée s'il le faut , coupera , dis- je , a b en-deçà 
de b. 

Problème. Jnferire un quarré fdpg dans un 
triangle bac ( fig. de maniéré que l'un de fes côtés 

tombe fur la bafe de ce triangle. Suppofant la chofe faite , 
du fommet a de l’angle oppofé à la bafe abailTcz ah per- 
pendiculaire fur b c . , Soit la bafe b c = a , ah = b , 
ht — df = d p — x. Les triangles femblablcs a b h, 
fia, donnent a h : a t :: a b : af. Les triangles fem- 
blables af g , a b c donnent a b : af : -.b c : f g= dp J 
donc a h : a t : : b c : dp , ou b : b — - x :: a ; x, alter- 
nan.io St componendo , b — (— a f a : : b : x. 

Pour conftruire x , prenez hm — bc St mn — ah pour 
avoir h n — a -f- b. Ayant tiré a n, menez par le point 
m la ligne mt parallèle à na , cette ligne déterminera le 
point t de la perpendiculaire ah , par lequel menant f g 
parallèle abc, vous aurez le côté fg du quarré demande. 
En effet, à caufc des triangles fcmblables anh, mth t 
l'on a h n : m h : : a h : t h , ou b — |— a : a : : b ; x. 
Si l’angle a c b éft aigu , la conftruéHon précédente a lien t 
fi cet angle cft droit-, le côté gp tombera fiir g c. Si l’angle 
C efl obtus (fig. J7 ) on aura à la vérité un quarré fgdp , 
mais non pas inferit dans le triangle bac. 

ij S. Problème. Etant donne (fig. 5"8 ) un cercle a en 
* 6> un point b fitué hors de. ce cercle j du centre p tirant la 

■ , S j 
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ligne b p , rencontrée en b par la ligne d b , on demande 
le point d , auquel du centre p ayant mené la ligne p d , 
on ait l’interceptée de en ratfon donnée avec U ligne b d. 
Soit la raifon donnée m : n. Par le point p menez p m 
p^lkle à b d & faites m ; n : : p n : p m Sc menez b m. Par 
cTun des points , où b m rencontre le cercle , menez, p c d 
& vous aurez deux points d Sc b qui détermineront la ligne 
cherchée bd ; car les triangles femblables pmc , b c d don- 
nent bc : d b : : p c = p n : p m • : m : n. Si m = n , de 
fera ~ d b & le point m tombera fur le point n. Si b m 
devient rangenre , les points c & C , par lefqueJs on doit 
tirer la ligne pd , fe confondront , Sc dans ce cas le Pro- 
blème n’aura qu’une lolucion.; c'etba-dire * qu’un feul point 
d pourra réfoudre le Problème. 

97, Problème. Ayant divifé la ligne ab ( fîg. 5-9 ) 
en deux parties a c , b c , fur la plus grande a c décrive ç 
un triangle équilatéral a g c , faites la même chofe fur la 
plus petite c b , 6” joignant les fommets de ces triangles par 
la ligne gfd prolongée jufqu’à la rencontre de ab , du 
point d comme centre & de F intervalle d c décrive p un 
Cercle * ; on demande de trouver dans la circonférence de ce 
cercle un point m tel qu ayant mené ma, m b , l'on ait 
ac : b c : : m a : m b . Cherchons d’abord le rayon d c de 
ce cercle,, Les triangles femblables d a g , d f c ** donnent 
■ç g : cf, ou ac : c b : : ad: c d , & dividendo a c — 
cb : c b 1: aç ; çd ; donc faifant ca =-«, cb = 5 , 

t t b a . . 

de = f , on aura a — b : b : : a : r = =: Soit 

a — b 

Î réfentement la perpendiculaire pmizry Sc l’abfcilfe cp—x , 
équation au cercle fera ir* — — x 1 ~ y 1 . Mais par la 
propriété du triangle reétangle' amp, l'on si' a m = 
y' (y 1 — |— (a — (— xf) , Sc le triangle reéianglc mbp donne 
■suffi m b = V (y 1 ~ k b — ■* ) ) > donc par la nature du 
Problème a : b : : yf ( y 1 -*- ( a + x) 1 ) ; y' ( y’- 4 - (b — *)*) > 
donc; en quarrant, a 1 : é 1 : : y 1 — (- (a — j— xf : y 1 — j— 
(£— — x) 1 . Elevant les Dinon.çs au quatre, & fublhtuant 
Ja valeur de y’ 1 prifç de l’équation au cercle , en fc fou- 

* On n’a décrit qu’une partie de la circonférence. 

** Caries angles g a c, fc b font chacun de 60 degrés* 

Î >arce que les triangles auxquels ils appartiennent fontéqyi- 
ateraux j. donc ccs angles font égaux. 
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b a 



venant que r = - , on aura l'analogie a 1 

, A a — b 






b 1 :: a * 

>***.-» 
' a—b' h 



z ab x 
a — b 



x* 



— {- ta x -(— x a 

^ a-b 

z b 1 x ' 

— j— — ; donc allemande , invertendo , dividendo & cn- 

<j _ £ • 

2a 1 x z b 1 x .... , 

cote tnv^tendo , a : :: i ^ , ou dmlant les 

conféquems par 1 , ôtant les fraétions & divifant les 
termes de la première raifon par a 1 , & ceux de la fccondc 
paré 1 , a — b:x :: a — b : x. Cette proportion, étaut 
tiéccfTairc , fait voir que c’efl un Tliéorêmc Je non un Pro- 
blème ; c’eft-a dire , que tous les points de la circonférence 
cm ont cette propriété. 

Corollaire. Donc de tous les points m de la cir- 
conférence c-m , on verra les lignes a c , c b fous le même 
angle ; car (I l’on conçoit que du point 771 on ait tiré une 
ligne me qui pditage l’angle amb en deux également, 
on aura ( voyez la Géométrie ) a m : b m i : a c : cb ; 
donc la ligne me divife l'angle amb en deux également ; 
donc, &c. 

j8. Problème. Etant données trois droites ac, cb, 
b' g fituées fur la même ligne ( fig 60 ) , on demande un 
point m , duquel ces trois droites /oient vues fous le même 
angle. Ayant joint les points p , f des triangles équila- 
téraux apc, cfb conftrilits fur les deux premières lignes, 
du point d , où la ligne pf rencontre a g , & d-’un rayon 
— =dc , décrivez le cercle cm. Du point k on la droite' 
qui paife par les fommets des triangles équilatéraux décrits 
fur les deux lignes bg Si c b , rencontre p a , décrivez le 
cefrclc b m avec le rayon k b. Par le Théorème précédent 
& fon Corollaire, les lignes ac , cb feront vues fous le 
même angle de tous les points de l'arc cm-, de même les 
lignes ci, b g feront vues fous le même angle de tous les 
points de l'arc bm ; donc du point de concours m de ces deux 
arcs , les trois lignes doivent être vues fous le même angle. 
Il cft évident qu'il doit y avoir un autre poiut en-def- 
fous de a g qui a ht même propriété. Si les cercles ne 

4 
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* Nous ne regardons pas comme équations du fécond 
degré , celles qui font divifiblcs en faélcyrs du premier 
degré , telle cft l'équation a z x 1 -f- x a xy b -j- b 1 y 1 = o , 
ou ( 4* -f- b y ) X ( i ix -j— b y) = a , telle cft encore 
l'équation xy — o. Ces fortes d’équations , qu'on peut 
réduire au premier degré par la divition, ne repréfçnteJW 
qq'un aflcmblage de lignes droites* 
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Conique ou ne désigne aucune ligne poffible. Le$ 

équations aux Serions Coniques font 

y* — - 4 - a x . . * à la Parabole , les x font 

J pofitifs pour le ligne +,& 

négatifs pour le figne . 

x t _ _p_ a y -J ; , à la Parabole , les * étant 

. pris fur la tangente. 

y* — fl. (b 2 — **) . à l’Ellipfe, dont les demi- 

*"”■ r diamètres font b &c c , SC • 

l'origine des a: au centre. * 

y* = C. (ib x ~ x' ) . à l'EUipfe , en comptant 

J b 1 les x du fommet du dia- 

mètre, 

i ' * 

* — b x X . . aux Diamètres conjugués 

1 œ ib x x i égaux de l’EUipfe , li l’an- 

gle des coordonnées eft 
. oblique , ôc au Cercle , fi 

cet angle eft droit, 

c * i . à TEllipfe , les x étant 

5= jr’ “ y 1 ' / pris fur la tangente qui 
c 1 , , ; pjife par l’extrémité du 

== (*éy— y )j diamètre aé. 

x*=: b — - y 7 . « au Cercle , ou aux Dia- 

X 2 == ïéy - J 1 métrés conjugués égaux 

de l’EUipfe , félon que 
l’angle des coordonnées 
eft droit ou oblique. 

y* = C. ( a;* — b* 0 * ^ * 

^ v à l’Hyperbole rapportée 

v* = ( i b x 4- x* A au diamètre a b. 



1 = b 2 — x-! 
i s=zbx-x i S 



- c -.{iby-y 2 ) 

x 2 = b 2 -y 1 ) 

** == aéy — y 1 i 



*■) 
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b * 



y =^r* (** + «*). 



* 1 =ïr(**y+ < y*)' 



à l’Hyperbole par rapport 
au fécond diamètre zc. 
(Voy. Seéfcions Coniques, 
Coroll. II, n® ji). 

à l’Hyperbole les abfcilïès 
étant prifes fur la tan- 
gente. 



çi *, % 

ÿ* = p' ( x * ié x ) l'origine des A bfeiüTes 
‘ étant fuppofée au fom- 
met de l’Hyperbole op- 
pofée. 

x = Jï* (y 2 — “ * é y ) . - en prenant dans ce même 

cas les x fur la tangente. 

y x = ç* . . ■ . . . à l’Hyperbole par rapport 

à fes afymptotes. 

Nous allons expofer la méthode de rapporter 
les équations du fécond degré à quelqu’une des for- 
mules précédentes , ce qui fouvent exige de com- 
pléter le premier membre de l'équation. - 

loi. Exemple I. Etant donné l’ angle des coor- 
données , on propofe <fe confiruire l’équation a x - f* 
ab=y\ A caufe de <z * -f ab = aX (# + b) y faites 
f "+" b ~ ï i donc , en fubftituant , a $ = y* , 
équation a la parabole. Sur le diamètre a m (fig. 6z) 
avec Je paramétré = <2 , décrivez la parabole c a n , 
dont les coordonnées a p , p c failènt entr’elles 
I angle donné , ap fera = | & cp = y; mais 
x — T ~ b i donc prenanc a d,— b , les dp fe- 
ront = x = ^ — b. Ain fi. le point d fera l’origina 
des r cjui feront pofitifs du côté de m , négatifs 
du cote de a. Si l’cquation avoir été «.*■ — a bz=.y z y 
on auroit fait x — b = | & par" conféquenç 
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x = ç + b ; donc prenant a £ = b , les a: com- 
menceroiefit en g, 

1-02 Exemple II. On propofe de conflruirc 
l’équation x y -+- a x = à 1 — ay. Faites d’abord 
y -f- a — 1 , oay = J — a pour avoir £ x = 2 a 1 
■ — <7 £ , ou en tranfpofant , £ x -f- a | = 2 a 1 , 
Faites enfuite x a == p , vous aurez p p = 
za 1 — c 2 , en faifant ta : c c : a ; or l’équa- 
tion ip = c 1 appartient à l’hyperbole rapportée 
aux afymptotes. Pour la conftruire tirez fous l’angle 
donné , ou fous .un angle «quelconque fi cet angle 
n’eft pas donné , les lignes M m , N/7 (fig. 63) , pre- 
nez ca = a , a b = la , & entre les afymptotes 
M m , N n décrivez une hyperbole qui paffë par le 
point b ( ce qu’on peut faire par la méthode que 
nous avons enieignée dans les Serions Coniques ) , 
les c f feront —p , & les f g — \ ; mais x = p 
*— a = c f a c ; donc les x commencent en a. 
A caufe de y = \ — • a , divifez a b = 2 a en deux 
parties égales en d & par ce point menez d h pa- 
rallèle à n n , & vous aurez h g = ^ — • a *= y. 
Puifque d h = af, l’on aura les x : ~‘d h , 8c les 
y -= g h. Si x = o , on aura y ■=-= db =x a. Si x 
eft pofitif & plus petit que a , les ordonnées font 
pontives. Si x j= a , l’on aura y = o : car p = 

x -f- a = 2 a dans ce cas ; donc y = = — - 

• p 1 a 

= <2 , mais jy = ^ — a — a — a = o , dans ce cas. 
..Si x > £7 , les ordonnées font négatives , 8c en fup- 
pofant x = 00 , y eft négatif 8c — — a. Si x eft 
négatif & plus ^>erit que a , les ordonnées font 
poiitivës. Si x négatif eft = — a , l’ordonnée y eft 
tHifinie. ... r V ’ 

Si l'équation écoit xy -f a x == a y — a 2 , en fai- 



V 
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fant_y -f a = \ , x — a = /?, on auroic/>^ = — 20*. 
C’eft pourquoi prenant ca = a , on prendroir ap 
= 2 a , du côté des ordonnées négatives , & les 
coordonnées feroient d h 3 c h i. , 

Nous avons fuppofé jufqu'ici que les confiantes 
permettent des fubftitutions convenables ; fi elles 
étoient plus compofées , il faudroit les ramener à 
des expreilions plus Amples. Soit l’équation a 2 — 
b x = y 1 , faites premièrement a 2 = b c , vous 
aurez b. (c — x ) = y 2 , faites enfuite e — - x= 
pour avoir b\ =y x ^ équation«àla parabole. De 

d d 

même dans l’équation a — -+- 6 x = y 1 , faites 

ÎTÏ 



dd = bf pour avoir -+■ b x zz y 2 , cette 



équation fe réduira i la précédente , en faifant 

af . a x x — 

— ■ -+- x = r. Dans 1 équation — . — ,■ = 

m 1 1 a - 4 - b 



y x , fuppofèz n* = (aa — bb).c> pour avoir 
(tf — b), x -4- ( a — - b), e =* y 2, , enfin fuppofèz 
x c ==£ & * — b 4= </ , pour avoir —y 1 , 
équation à la parabole. Dans l’équation x y -f- 
û x — d d — c y , fervons-noas de la fubftitution 
y -f a = 3; , pour avoir, en tranfpofant , x% -f- c £ 
= dd -f- a c. Suppofons enfuite .v + c — p Sc.d 2 = 
a f y il viendra p\ — a. f- f. ac — a b , en faifan,c 
/ + c = b y or l’équation p% = a b appartient à 
l'hyperbole. 

10}. Exemple III. Soie F équation x 1 -f ■ lax 
==y. (a 4- b ) y * complettez le premier membre 



* Ou x 1 -f- c x ==y , en repréfcntapt 1 a par c Se 
■ par 1 . ’ - 
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pour avoir x 1 ■+• i ax -+* d 1 — y. (« -+- b ) H- <**» 
faites .v -+- a = p , vous aurez p 1 == ( a -H b ) x 

(t^TÏ+^)* ^ites encore r ~ I +y =î,& 

vous aurez l’équation à la parabole p 1 = (a + £). 
Avec le paramétré u -H b ( %- ^4) décrive* la 
parabole a £ , dont la tangente a 1 origine du dia- 
mètre qui parte par le point a foit a f *\ les af 
jfèronc = p Sc les gf = %. Mais p — a = x ; donc 
coupant a c = a 9 les c f feront = x . De meme 

puifque y s= £ — — — j — y» 5 c que par la nature de 

ïa parabole , de = , en menant par le point 

d la ligne h d parallèle à/<*s on aura dh=cf—x t 

Sc g h — y. • , , 

104. Exemple IV. Suppofons que l’éq uatlon con- 
tienne, les quarres des deux inconnues 3 comme l équa- 
tion x'+ax— iÿ-—i by. Complettant le premier 

a 

membre , & faifant enfuite * -+- - = P , on aura 

. ' 1 a 1 

jp* = 1 y z — 1 b y + — , ou p 1 — — = 1 J 1 T 
. h v ou en divifant par a , complettant le fécond 

7 r é p* a * 

jnembre , & faifant enfuite y — - = 5; , — 

.4- — = ç*. 11 peut arriver trois cas ( fig. 6 5 ). > 
dans le.premier on fuppofera a 1 = z b 1 , dans ce 
cas l’équation devient — = 7 > p = 1 % , ou 



* Si l'angle des coordonnées cft; droit , le point a fera 

i’origiac de l'axe de la parabole. 
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P— d’où l’on tire p î % : : 1 / z : 1 : î 

v/(i^ z ) : b ;; a : b (à caufe de a b 2 = a 1 ) -t 

b c ■ d * 

7* ^ olt c a === ~ > tirez b a =*= = a d y menez 

les lignes indéfinies ci , cd t l’on aura les cf=p , 

ks =s= ï • ^lais y = £ -+- - j .donc menan t par le 

point d la ligne Ad parallèle à fa , les h g feront y. 

De meme x = p — - j donc les dh — af feront 

at > & dans ce cas l’équation appartient aux 
lignes droites c g , c d. Si a 1 > 1 b 2 , fuppo- 

fons a 1 — i b 2 — m 2 , pour avoir — — —=3 

t S 

i 2 m2 2 j , m- , 

5 ^ ou p = i ï j donc />* : 2 1 : ; 

4 4 

m* m 1 

2 : J ! *. — : ’-jp Cette proportion appartient à un© 
hyperbole par rapport à deux diamètres m , 

V *■ 

Prenant les demi-diametres c n = } c m=. 

1 ZV 1 

(fig, 66) , décrivez fur cnf l’hyperbole n g y on aura 
les c f = p y & 1 es f g = Coupez c a = - ^ 

vous aurez a /== d — - = *. Menez a d pa- 

r z ' r 

rallele à c m Sc d h parallèle à cf t fiâtes adxz. 
- & vous aurez h g z= ^ - =c= y ■ donc les coor- 
données de lequation propofée feront dk = af 
= a- , & g h j= y. 



Digitized by Google 



— -, r — — 

Courbes Algébriques. 287 

Enfin fi a* < 2 b 1 , faites i b 1 — a 1 = m x pont 

.p l m l . m* il 

avoir H — - t » ou P “t — 1 1 j donc 

, m 2 , m* tn ' 1 ■- _ . . 

p H- • — : r 1 : : 1 : i : : — : — - • Faifant le fe- 

+ 48 

coud demi-diamerre cm ( ou le fécond demi- axe fi 
Fangle des coordonnées eft droit ) = — , le pre- 
mier demi-diameçre en — ~ , décrivez l’hy- 

perbole ng ( fig. <>7 ) , les cf feront — p , les f g 

a b 

= 3; ; donc ayant pris ca = - , a d — - Sc paral- 
lèle à en, menant dh parallèle à cf, les af fe- 
ront = x & les h g =zy ; ain£ dans ce cas l’équa- 
tion eft à l’hyperbole rapportée à un fécond dia- 
mètre *. 

105. On peut voir par les Exemples précé- 
dents que tout fe réduit à fubftituer une inconnue 
à la place d’une autre inconnue, jointe à une conf- 
cante pofitive ou négative , Sc qu’on a fouvent hefoin 
de completter un membre de l’équation. Après 
avoir ttouvé la Courbe que donnent tes fubftitu- 
tions , il faut rétrograder pour déterminer les x 
Sc les j', c’eft-à-dire, les coordonnées de l’équation 
propofée. Comme cette méthode eft quelquefois 
compliquée pour les équations qui , contenant un 
des quarrés a* 1 , ou y 1 , ou tous les deux , con- 
tiennent encore le reétangle x y , nous emploie- 



* Sous ie nom de diamètre , nous comprenons les axes 
qui ne different des diamètres qu’en ce que l’angle des 
coordonnées, par rapport à ces derniers , eft oblique , tandis 
qu’il eft droit par rapport aux premiers. 




Tons pour ces forces d’équations la méthode des in- 
déterminées , en nous fervant d’un artifice qui rend 
là conftruétion facile. Pour cela je difpofe l’équa- 
tion de telle maniéré que tous les y fe trouvent 
d’un côté , le terme où fe trouve y 1 étant pofitif 88 
fans coefficient} ajoutant enfuite de part'& d’autre 
le quarré de ia moitié du coefficient de y, le premier 
membre fera un quarré parfait , dont je fais la ra- 
cine = Ayant fait la fnbfticution , je trouve une 
équation qui ne contient pas le plan \ x. Si je conf- 
irais la Courbe des indéterminées \8c x , 8c qu’en 
rappellant les fubftitutions je détermine^, les y ne 
fe termineront pas à la ligne des x , mais à une ligne 
donc les abfciiïès feront aux abfciiïès x en raifon 
donnée. C’eft pourquoi je conftruis l’équation en 
prenant mx 8c non x pour les abfciiïès ( m eft une 
quantité qu’on déterminera dans la fuite ) 8c % pour 
les ordonnées. Cela pofé , je tire par l’origine des 
mx une ligne qui falfe avec les mx-> un angle tel 
qu’en ajoutant à \ ou retranchant de £ la quan- 
tité qu’indique le Calcul , je puiffie déterminer j, 
en ajoutant ou retranchant , s’il le faut , une co lif- 
tante. Enfin , je déterminerai la valeur de m , auffi- 
bien que la grandeur des angles qui doivent avoir 
lieu , pour que les lignes x 8c y falîent entr’elles un 
angle donné. . v -. v V 

io 6. Exemple V. Soit l’équation y 2 — lay 
iq- 2 x y = a 2 -j- 4 a x — - J’ajoure de chaque' < 
côté le quarré de x — a , moitié du coefficient 
de y , pour avoir ( y — a -f- x) 2 — ia 2 zax. 
Je fais y — a «J» x = - , il vienc \ 2 — (.v -f- a).i 
équation à la parabole. Mais on doit conftruire la 
Courbe de telle forte que les abfciiïès foient mx 8c 
non x, C’eft pourquoi , en confervant l’égalité, je 

1 ■ r n 
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difpofe ainfi l’équation : f t== • (m a -+- mx). 

1 a 

■Suppofons qu’avec le paramétré — , on décrive 



fur le diamètre a f ( fig. 68 ) la parabole ai, dont 
les abfcilles fuient a f = m a m x &c \ts ordon- 
nées f hi ( parallèles à la tangente a b ) = Pre- 
nous tflhrons c f = m ar. Pour 



410ns a t ==. m a 



trouver y zz 1 -f- a — X , prolongez b a en d , en 
•forte quô ad — a , rtlenefc d g parallèle à fa , Sc 
prolongeant i f jufqu’à la rencontre de g d. , vous 
aurez m g — cf — m x , & g i — | -f- a. De £ 
a retranchant x , il refteta la Valeur de y. 
Suppofons qu’on ait mené la ligne m h , de ma- 
niéré que l’mterceptée g h as a* , on aura h i = 
g i — g h = $ -f- a — x — y. Afin que les y fe 
terminent à la ligne des x , il eft ne«.etfaire que 
l’on ait mh — x. Il faut donc trouver une valeur 
de m telle que l’on ait g h — m h =r x , l’angle 
mhg étant- donné. Faifons le triangle rts donc 
l’angle s foit égal à l’angle donné des x &c des y , 
c’eft-à-dire = mhg, & dont les côtés s r , s t 
foient égaux entr’eux. Je fuppoie chacun de ces 
derniers cotés ~ a , & je fais le troifieme côté 
r t — c. Cela pofé , les triangles femblables srt , 
hm g donneront a î c ” x : m x 1 : 1 : m ; donc 
c 1 ' 1 . 2 a 1 a 3 , 

m donc le paramétré a b — — — — la 

ligne ca xz dm = ni a £= c. Puifque l’angle m g h 
= / j l’angle b a f fera le fupplcment.de l’angle f » 
parce que les angles g & a ji font égaux ; or baf 
eft fupplément de f ad a= a fi. C’ëft pourquoi 

fur le diamètre a f avec un paramétré a b , 

Tome II, ‘ T. . 
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& fous l’angle b af fupplément de l’angle t , on 
décrira la parabole ai , on prendra d a — a , me- 
nant d g parallèle à fa , fur dg on coupera dm = c y 
tirant mh de telle forte que l’angle gmh foit = t 
= r , on aura m h — x , h i = y. Si les x 8 c les y 
doivent faire un angle droit , on aura m = V a. 

107. Exemple VL Soie l’équation convena- 
blement ordonnée y 1 — * y — a 1 — x 1 . Complétant 

le premier membre , faifant enfuite y ^ , 

il vient = a* — x 1 -j- — , ou = a' — | x 1 , 

équation à l’Ellipfe. Pour faire que les coordon- 
nées foient m x ôc % , multipliant l’ équation par m 1 
8c la divifant par \ , je lui donne cette forme 



4 m' l 1 



4 m 1 a 1 



4 m 1 a* 



(mx) 1 : I* :: 



* 2. î jj N t, • “ 

m x \ d ou 1 on tire 

3 

4 m 1 

: «*. Sur les demi-diametres c« 



~ yf &ccb — ay foit fuppofée décrite l’Ellipfe a i £ 

( fig. 69 ) , on aura les c / = m x 8c les fi = 
on fuppofe / i parallèle à c b. Mais parce que_yf=^ 

-+- - , on mènera ch de maniéré que A/= - , & 

l’on aura hi = y ; or pour que y foit terminé 
à la ligne des x , il eft néceftaire que c h = x. 
Puifque c h doit être double de f h , 8c que l’angle 
■ c h i des coordonnées eft donné * , je conftruis 
un triangle r s t , dont l’angle s foit égal à l’angle 



* Si cct angie n’étoit pas donné , on le prendroic à 
volonré, & pour plus de facilité on poorroit le faire droit. 

Si == «i, ou (i z m eft = y' j & l’angle bca de 50° , 

on aura ùn cercle. 
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